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Résumé — Nous proposons dans cet article une nouvelle technique d’ICA baptisée SAUD (Semi-Algebraic Unitary Deflation)
et basée sur une procédure de déflation unitaire semi-algébrique. SAUD permet ainsi d’identifier une a une les composantes
indépendantes sans souffrir des inconvénients des approches adaptatives (lenteur de convergence, etc.). Des simulations numériques
en contexte biomédical (EEG) illustrent le bon comportement de SAUD face & COM2, DEFA et FastICA.

Abstract — We propose in this paper a new ICA method, namely SAUD, based on a Semi-Algebraic Unitary Deflation
procedure. SAUD is able to identify one by one the independent components avoiding the drawbacks of an adaptive solution
(slow convergence, etc.). Computer results, representative of the biomedical context (EEG), show the good behavior of SAUD
compared with other algorithms such as COM2, DEFA and FastICA.

1 Introduction

L’intérét pour I’Analyse en Composantes Indépendantes
(ICA) n’a cessé de grandir et ce depuis les travaux précur-
seurs de C. Jutten et al. [10]. Nombre d’approches ont
vu le jour, chacune visant a traduire la notion d’indépen-
dance statistique sous une forme algorithmiquement ex-
ploitable [1,3,5,8,11]. Parmi elles, certaines ont établi un
lien entre 'ICA et la décomposition canonique de tableaux
cumulants d’ordre supérieur, proposant alors de nouveaux
outils de décomposition tensorielle [1,3, 5].

Si la séparation de sources rencontre un grand succes,
c’est en partie di au fait qu’elle trouve sa place dans
grand nombre d’applications telles que les télécommuni-
cations, le tatouage, le traitement de la parole ou bien
encore le domaine biomédical. Ainsi, des travaux visant
I’élaboration d’un systéeme ambulatoire multi-varié per-
mettant d’explorer, sur une longue durée et a domicile,
les fonctions neurologiques pour le diagnostic de différents
troubles du sommeil, ont récemment été menés [12]. Ces
derniers ont conduit a I’élaboration d’un nouveau systeme
d’acquisition composé de seulement quatre électrodes et
d’une référence en lieu et place des systemes standards
d’enregistrement composés au minimum d’une dizaine de
capteurs. Cette réduction du nombre d’électrodes a ce-
pendant nécessité 1'utilisation de 'ICA afin d’identifier les
composantes d’intérét pour le clinicien.

Néanmoins, et tel est le cas pour 'application précé-
dente, il n’est pas toujours nécessaire d’extraire ’ensemble
des composantes, d’ou ’émergence des techniques d'ICA
dites de déflation visant a identifier les composantes ['une
apres l'autre. La premiere méthode a voir le jour, que
nous nommerons DEFA (DEFlation Approach for ICA),

fut proposée a la fin du siecle dernier [7]. D’autres sui-
vront telles que la version non symétrique de FastICA [8]
ou bien, plus récemment, approche RobustICA [14]. Si
DEFA [7] est remarquable d’un point de vue théorique,
elle souffre en pratique des inconvénients liés a 1'utilisa-
tion de ’agorithme du gradient.

Nous proposons dans cet article une nouvelle technique
d’ICA baptisée SAUD (Semi-Algebraic Unitary Deflation)
et basée sur une procédure de déflation unitaire semi-
algébrique. SAUD permet ainsi d’identifier une & une les
composantes indépendantes sans souffrir des inconvénients
des approches adaptatives (lenteur de convergence, etc.).
Des simulations numériques en contexte biomédical illus-
trent le bon comportement de SAUD face & COM2, DEFA
et FastICA.

2 Préliminaires et problématique

L’ICA peut étre interprétée comme une extension de
I’Analyse en Composantes Principales (PCA) qui pour sa
part n’impose I'indépendance statistique des composantes
qu’a l'ordre deux. Avant de définir plus en détails 'TCA,
rappelons la définition d’un contraste [5]. Celle-ci nécessite
d’introduire quelques notations. En particulier, notons F
I'espace vectoriel des vecteurs aléatoires & valeur dans R”,
S le sous-espace vectoriel de F dont les éléments ont tous
des composantes mutuellement indépendantes, H 'espace
des matrices réelles de taille (PxP), H-S le sous-espace de
F des vecteurs aléatoires obtenus par une transformation
affine issue de H d’un vecteur de S, Ip la matrice identité
de H, et 7 le sous-espace de H des matrices triviales (i.e.
de la forme DII ot D est une matrice diagonale de H et
IT une matrice de permutation de H.
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Définition 1 Un contraste ¢ est une application de H x
H-S dans R satisfaisant les deuz propriétés suivantes :

i) la valeur du contraste est mazximale pour tout vecteur
de S, i.e. Vs€S, VAeH, (A, As) <Y(Ip,s);

i) deuz valeurs de contraste sont égales si et seulement
st les deux matrices de H concernées sont égales a

une matrice triviale pres, i.e. Vs € S, (A, As) =
’lﬁ(Ip, 8) S AeT.

Nous pouvons des lors définir 'TCA d’un vecteur aléatoire
a valeur dans R”.

Définition 2 L’ICA d’un vecteur aléatoire x de longueur
N et de matrice de covariance Ry est donnée par le couple
de matrices (A,A) vérifiant les propriétés suivantes :

1) la matrice de covariance R, se décompose sous la
forme Ry = AAA™ ou A est une matrice semi-
définie positive et ou A est une matrice de rang co-
lonne plein ;

ii) le vecteur x se décompose sous la forme x = As o
s est un vecteur aléatoire de longueur P, de matrice
de covariance A et dont les composantes sont le plus
indépendantes possibles au sens de la mazximisation
du contraste choisi.

Des deux définitions précédentes découle I'indétermination
suivante, qui, rappelons-le, n’est en général pas contrai-
gnante d’un point de vue applicatif.

Propriété 1 Soit (A,A) le couple de matrices caracté-
risant U'ICA d’un vecteur aléatoire x, il en est de méme
pour le couple (A',A") vérifiant A’ = AT, ou T est une
matrice de T .

Le choix du contraste est donc crucial dans la réalisa-
tion d’une ICA. L’information mutuelle, qui n’est autre
que la distance de Kullback entre la densité de proba-
bilité conjointe des composantes estimées et le produit
des densités marginales des mémes composantes, est 1'un
des contrastes les plus naturels [5]. Cependant sa mise
en oeuvre n’en reste pas moins difficile de par 'estima-
tion des densités qu’il requiert. Un contraste plus facile-
ment exploitable peut étre obtenu au moyen des cumu-
lants d’ordre 4 du vecteur aléatoire & dont on souhaite
réaliser 'TICA (voir [2, section III] pour un rappel sur les
cumulants d’ordre 4). En pratique, ce contraste est plutot
construit en fonction des cumulants d’ordre 4 du vecteur

blanchi de x.

Définition 3 On appelle blanchiment spatial (ou stan-
dardisation) d’un vecteur aléatoire x 'opération qui con-
siste a identifier la matrice de passage © telle que le vec-
teur x =Ox ait une matrice de covariance égale a l'iden-
tité. On dit que x est le vecteur blanchi de x.

Le blanchiment du vecteur x considéré conduit tout
simplement & réaliser une ACP de x. En outre, le blanchi-
ment a pour utilité, non seulement de réduire la dimension
du vecteur x si celle-ci était supérieure au nombre de com-
posantes principales de &, mais également d’orthogonaliser
la matrice A de la définition (2), facilitant sa recherche.

Propriété 2 Soit * = Ox le vecteur aléatoire x blanchi
et (A,A) le couple de matrices caractérisant UICA de &.
La matrice A est alors orthogonale et le couple (8_1A,A)
caractérise 'ICA de x.

Le contraste enployé dans COM2 [5], basé sur les cu-
mulants d’ordre 4 du vecteur blanchi de x est décrit ci-
dessous.

Théoréeme 1 L’application i définie par :
P
Y(U,s) = Zp:1(cp7p7p7p78)2 (1)

00 Cry iy g na,s d€signe la (ny,na,nz,ng)-iéme composante
du tableau cumulant d’ordre 4, Cy s, du vecteur s =U"x
ou T est un vecteur blanchi de F et U une matrice ortho-
gonale, est un contraste [5].

Nous allons dans la section suivante présenter la mé-
thode SAUD qui consiste a réaliser par déflation I'ICA du
vecteur blanchi & en exploitant le fait que la matrice de
facteurs A recherchée est orthogonale.

3 La méthode SAUD

Soit A(:, (1)) I'un des vecteurs colonnes de A recherché
lors de la premiere étape de SAUD, et soit s, (1 la compo-
sante indépendante associée définie par la relation s, ()=
A(:,0(1))"Z , ot ¢ est une permutation de {1,2,..., P}.
Considérons & présent le lemme suivant [13] :

Lemme 1 Tout vecteur ligne normalisé q de RY dont la
derniére composante est strictement positive, peut étre re-
présenté comme la derniére ligne d’une matrice orthogo-
nale Qg donnée par Qg=Qp, - -Qz, , ot les P=1 compo-
santes du vecteur B=[f1, - ,Bp_1]" sont des angles ap-
partenant a Uintervalle |—m /2,7 /2] et ot les P—1 matrices
Qﬁp sont des matrices de rotation de Givens données par :

L, 0 0
0 cosf, 0 —sin 3,

Qs =| . (2)
& L0 T, 0

0 sing, 0 cos 3,

D’apres le lemme 1, sous 'hypothese que la derniere com-
posante de A(:, (1)) est non nulle, il existe une matrice
Qﬁm orthogonale dont la derniere ligne correspond au vec-
teur Sgn{A (P,o(1))}A(:,0(1))"/||A(:,0(1))]| ou Sgn{.}
désigne la fonction signe. La méthode DEFA consiste a
déterminer le vecteur de parametres ﬁ(l), et donc le vec-
teur A(:,o(1)), & un scalaire pres, A Iaide du théoréme
suivant :

Théoréme 2 La maximisation du critére suivant :

1/’(@ S) - (61,1,1,1,5)2 (3)

ot C11,1,1,5s est le cumulant marginal d’ordre 4 de la va-

riable s définie par s = Qg(P,:) x, permet l'identification

du vecteur de parametres ,8(1).
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En d’autres termes, (3) est un contraste au sens défini
dans [6, ch.3, p.78]. La méthode DEFA réalise cette opti-
misation a 'aide de l'algorithme du gradient. Notons que
la maximisation de (3) assure I'indépendance mutuelle de
Ss(1) et des P—1 autres composantes extraites lors des
étapes suivantes de DEFA.

3.1 Identification du premier facteur

Une alternative & 'optimisation de (3) consiste & exploi-
ter le théoréme suivant [5, p.294] :

Théoréme 3 Soit s un vecteur aléatoire de composantes
mutuellement indépendantes, parmi lesquelles au plus une
est gaussienne, et dont les densités de probabilité ne sont
pas réduites a une masse ponctuelle. Soit T une matrice
orthogonale de taille (PxP) et z le vecteur défini par z =
T's. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i) les composantes de z sont indépendantes deux o deuz,
it) les composantes de z sont mutuellement indépendantes,
et 1) T est une matrice triviale.

Au vu de I'indétermination de 'ICA (voir propriété 1),
ce théoreme nous permet de relacher la contrainte d’indé-
pendance mutuelle entre la composante s, (1) et les P—1
autres composantes au profit d'une indépendance deux a
deux. Par conséquent, une identification séquentielle des
P —1 parametres 61()1) du vecteur B(l), contrairement a
I'identification globale faite par DEFA, est alors possible.
En effet, chaque parametre 51(71) peut étre obtenu en maxi-
misant I'indépendance entre s,(1y et I'une des P—1 autres

N . N 1 -
composantes. Ainsi, le premier parametre ﬁ;ll peut etre
identifié en maximisant la fonction de colt suivante :

$(B,8 ) =(Crrrprs) HCp 1 p1p1.p1.00)° (4)

ott le vecteur s(I'V) est défini par s = Qs, . Une
fois ﬁglp identifié, on affecte le vecteur Qﬁu) Z A sy,
P—p

Le p-itme (1 <p< P—1) parametre 6531117 est quant-a-lui
identifié en maximisant la fonction de cout suivante :

1/’(67 S(l’p)) = (CP,P7P7P7s)2+(CP—;D,P—p,P—p7P—p,s<1’P> )2 (5)

ott le vecteur s(1P) est défini par s(P) = Q5P7p3(1>p_1).
Une fois ﬁgzp identifié, on affecte le vecteur Qﬁu) s(Lp=1)
P—p

a s(1P) Cette récurrence permet ainsi d’identifier les P—
1 parametres 61()1) du vecteur ﬁ(l). Cependant, la p-eme
étape de récurrence a pour inconvénient de modifier les
résultats obtenus lors des p—1 précédentes étapes. Par
conséquent, nous proposons, a 'image de la méthode de
Jacobi [5], d’effectuer plusieurs balayages de la récurrence
décrite précédemment. Plus précisément, une fois les P—1
parametres B,gl) estimés, il est conseillé d’affiner ’estima-
tion de la matrice Qga) en effectuant la récurrence précé-
dente une nouvelle fois. Le critere (4) est alors & nouveau
maximisé en remplacant T par le vecteur Qﬁmi. En pra-

tique, si « est de longueur N, environ v N balayages sont
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suffisants pour converger vers la matrice Qza) optimale.

Le vecteur A(:, (1)) est alors obtenu & un scalaire prés
comme la transposée du dernier vecteur de ligne de Qga).
Quant a la composante s4(1), elle est donnée, & une va-
riable déterministe pres, par la derniére composante du
vecteur s(1?) issu du dernier balayage.

3.2 Identification des autres facteurs

La seconde étape de I’'agorithme SAUD consiste a iden-
tifier un deuxiéme vecteur colonne de A, noté A(:, o(2)),
ainsi que la composante s, () associ¢e. Pour cela, considé-
rons la matrice Qé(l) obtenue comme le bloc supérieur de
taille (P—1x P) de la matrice Qg . Cette matrice Qg
peut étre vue comme le projecteur sur l’espace vectoriel
orthogonal & l'espace engendré par le vecteur A(:, o(1)).
Ainsi multiplier le vecteur & gauche par Qé(l) équi-
vaut a éliminer la contribution de la composante s;(1)
du vecteur Z. Nous noterons 2 = Qé(l)i ce nouveau
vecteur aléatoire ainsi obtenu. En utilisant le lemme 1, il
est possible de modéliser le vecteur ¢ = A(:, 0(2))TQ£,(1)T
de R~ aprés normalisation par la quantité Sgn{q(P —
1)}lg||, comme la derniére ligne d'une matrice Qg de
taille (P—1xP—1) ott B est un vecteur de paramatres de
longueur P—2. La récurrence décrite dans la section 3.1 et
appliquée initialement au vecteur z? permet d’identifier
la matrice Qg et donc le vecteur g = A(:,U(2))TQ£’_J(1)T
A un scalaire prés. Le second facteur A(:, 0(2)) est alors
donné par I'expression A(:,0(2)) = Q,éu)TQﬁ(z) (P—1,:)".
La composante s, (z) est donnée, a une variable détermi-

niste pres, par sq(2) zqi(z).

La p-ieme (p < P) étape de SAUD se déduit assez sim-
plement de la deuxieme étape décrite dans le paragraphe
précédent. Considérons ainsi la matrice QL;(P*” obtenue
comme le bloc supérieur de taille (P—px P—p+1) de la
matrice Qg»-1). Nous cherchons a présent a identifier une
matrice Qg de taille (P-pxP-p) dont la derniere ligne est
colinéaire au vecteur A(:,U(p))TQé(l)TQé(g)T e Qé@,l)T.
Pour cela il suffit d’effectuer la récurrence décrite dans la

section 3.1 en I'appliquant initialement au vecteur P =

Q,é(pfl)i(p_l)'

4 Simulations numériques

Nous avons choisi de tester et de comparer les méthodes
COM2 [5], FastICA [8], DEFA [7], et SAUD au travers
d’une simulation numérique illustrant une application de
la séparation de sources au domaine biomédical. On dis-
tingue deux implantations de DEFA : 'une & l'aide du
gradient stochastique et notée SG-DEFA, et lautre no-
tée SG-DEFA, dans laquelle I'algorithme du gradient sto-
chastique est remplacé par une approche déterministe ou
I’espérance mathématique est estimée sur un bloc d’échan-
tillons et ou le pas fixe est remplacé par un pas adapta-
tif. L’application biomédicale ciblée concerne I'extraction
d’activités électriques intracérébrales physiologiquement



1016

indépendantes a partir d’observations issue d’enregistre-
ments ElectroEncéphaloGraphiques (EEG) de scalp. Pour
cela, nous avons positionné deux sources de courant dans
le cerveau aux positions respectives p, =[3,3,3]" et p, =
[1, -3, —6]" ainsi que cinq électrodes sur le scalp aux posi-
tions respectives r1 = [4.6,4.6,6.5]", ro = [4.6, —4.6,6.5],
rs = [-6.2,6.2, —2.8]", r4 = [-6.2,—6.2, —2.8]" et 75 =
[—5.4,0,7.4]". Nous avons choisi de maniere aléatoire ’o-
rientation des deux sources. Sous I’hypothese d’un mi-
lieu de diffusion constitué de trois sphéres concentriques
de conductivités homogenes, nous avons alors été en me-
sure d’écrire analytiquement l’expression du mélange A en
fonction des positions des sources, des positions des élec-
trodes, des conductivités et des rayons des trois sphéres |2,
section IT]. Ainsi ce mélange représente physiologiquement
la diffusion des sources de courant intracérébrales vers la
surface. En ce qui concerne la génération des activités élec-
triques de profondeur, autrement dit les réalisations du
vecteur 8 =|s;, %], nous avons utilisé le modele de Jansen
décrit dans [9]. Nous avons ainsi généré deux sources de
courant présentant un certain nombres de "pointes” durant
Iintervalle de temps observé. Le critere employé pour ap-
précier au mieux les résultats d’extraction de la source p
(1<p<2) pour une méthode donnée est le rapport signal
sur bruit plus interférence maximal associé a la source p,
plus connu sous le dénominatif de SINRMp [1, section V].
Les résultats de simulation ont été moyennés sur 200 réa-
lisations. La figure 1 représente le critere SINRM1 en sor-

6; Optimum FAS DG-DEFA |

50 : H
FastICA SG-DEFA

47 B o

3L COoM2 |

2

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nombre d’échantillons

Fic. 1 — SINRM1 pour un SNR de 15 dB

tie des méthodes COM2, FastICA, SG-DEFA, DG-DEFA
et SAUD en fonction du nombre d’échantillons pour un
SNR de 15 dB. La méthode SAUD présente de bons ré-
sultats d’extraction de la premiere source (des résultats
identiques sont obtenus pour la seconde source) et semble
étre la plus rapide en termes de vitesse de convergence.
L’algorithme DG-DEFA semble nécessiter un plus grand
nombre d’échantillons afin d’atteindre la qualité d’extrac-
tion de COM2, FastICA et SAUD. Quant a la méthode
SG-DEFA, elle souffre & n’en pas douter des limitations
de I'algorithme du gradient & pas fixe. En effet, si la va-
leur retenue pour le pas (g = 1072) convient pour un
faible nombre d’échantillons cela ne semble pas étre le cas
lorsque le nombre d’échantillons est élevé.

5 Conclusion

On revisite algorithme DEFA [7] 'ICA par déflation,
ce qui permet de remplacer l'algorithme du gradient a pas
fixe par une solution semi-algébrique a chaque étape. La
convergence de cette nouvelle méthode, baptisée SAUD,
est de ce fait beaucoup plus rapide. En outre, SAUD per-
met d’établir un lien entre DEFA et la méthode COM2 [4].
En effet, en échangeant la boucle sur les balayages et celle
sur les lignes dans la technique du balayage de Jacobi [4],
on aboutit a l'algorithme de déflation SAUD.
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