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Résumé — Le probléme abordé ici concerne I'identification d’un modele continu-discret physiologiquement réaliste pour I'inter-
prétation des signaux électroencéphalographiques de patients épileptiques. L’approche étant celle du maximum de vraisemblance,
le calcul de celle-ci par la mise en oeuvre d’'un filtre particulaire est présenté. Ce filtre approxime la densité d’'importance optimale
en discrétisant I’équation différentielle stochastique régissant 1’état par la méthode de Runge-Kutta stochastique a l'ordre 2, et
en sur-échantillonnant (par interpolation) de la suite observée. L’ expérimentation sur deux signaux simulés montre 'apport de
ce sur-échantillonnage en vue de maximiser la vraisemblance ainsi calculée.

Abstract — The identification of a continuous-discrete physiological model is presented to interpret EEG signals. The maximum
likelihood approach is proposed and a particle filter is used to calculate the likelihood function. The stochastic differential equation
is discretized using a 2 order Runge-Kutta method. The combination of this scheme with an interpolation of the observed data
is used to approximate the optimal importance density. Experimentations with two simulated signals illustrate the enhancement
that can be obtain when we search for the maximum likelihood.

1 L’interprétation des signaux EEG i 1a notion de balance excitation/inhibition dans le tissu
4nd : neuronal [7] [1]. L’équation différentielle stochastique (1)

en epllep81e a pour trajectoire d’état X (t) € R, ¢t € [0,T] et B(t) est

un processus brownien modélisant des activités neuronales

afférentes au sous systeme considéré. Son coefficient de

diffusion o est supposé constant, le terme G(6) étant ici

indépendant de 6. L’observation (2) est une forme linéaire
Y. = HX}, de V'état Xy, = X (t;) en N instants t = kA.

Le probleme posé est d’identifier un modele basé sur la
physiologie pour interpréter des signaux EEG enregistrés
chez des patients épileptiques. Ce modele, déja proposé
par ailleurs [7], présente des non linéarités et son identi-
fication délicate peut étre envisagée de diverses manieres
[2]. Nous abordons ici le probléme de approximation de
la vraisemblance dans la perspective d’identifier au sens 2 Approximation de la fonction de
du maximum de vraisemblance. Le modele peut étre mis g
sous la forme d’un systéme continu discret : vraisemblance

dX = f(X,0)dt+ G(0)dp (1) Dans un contexte d’estimation de 6, a partir d’une suite
Y, = HX+wv (2)  observée y1.y = {y1,...,yN }, le probleme considéré ici est
celui d’une évaluation numérique de la fonction vraisem-
blance 6 — pﬁ),l:N(ylzN). En s’appuyant sur la suite aléa-
dr; = x;45dt i=0,...,4 toire X1.n, la fonction de vraisemblance peut s’écrire [5] :

dws = (AaS(z1 — 22 — 13) — 2075 — a’xo)dt

résumant le systeme suivant :

Y. (i) = Efpy, x, (y1, X1)] %

dze = (Aa(my + CoS(Chxg)) — 2az6 — axq)dt + Aadf N 0

E X3 Vi 6
dur = (BbC4S(Cyo) — 2bay — Vaz)dt i Bl (o, Xe) 1] (6)
drg = (GgC7S(Csxg — Cex4) — 2928 — g2w3)dt La connaissance de la densité p_@(k‘ymﬁ1 est nécessaire
dzg = (BjS(Csxo) — 2jag — j2x4)dt pour Iévaluation de 'espérance conditionnelle (6). Elle

peut étre théoriquement exprimée grace aux équations ré-
3) currentes du filtre bayesien [3]. Ce filtre ne peut étre ap-
pliqué en pratique dans le cas général. Ainsi a-t-on recours

dl’lo = (GPH(.Tﬁ — Ty — Ig) - %.Tlo)dt

avee, trés souvent & une méthode de Monte Carlo, I’échantillon-
S(v) = 2e0/(1 + "0~ (4)  nage d’importance.
Yi = w10(te) + v (5)
L’échantill d’i t
Le vecteur de parametre & = (6,v) est constitué de cchantifonnage dimportance
0 = (A, B,G) non connu et que l'on cherchera & estimer et Cet échantillonnage peut étre réalisé séquentiellement

de v supposé connu. L'interprétation de (A, B, G) est liée  au moyen de filtres particulaires qui permettent d’appro-
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cher la loi pg(k‘yl_Fl par un ensemble de N, particules

i‘}'ﬁ, i =1,..., Ng, pondérées, chacune, par un poids w,’f Le

calcul de Pespérance dans (6) est alors approché par :
N,

0 . y
E [ka\Xk(ykuXkNYlik*l] = Zwl}cpyﬂxk (ykax%) (7)

i=1

Ainsi, une approximation de la log-vraisemblance est don-

née par l'expression suivante :

N Ng
L{yin,0) = log» wipy,x, Wk, 3)  (8)
k=1 =1

Un filtre particulaire met en jeu Ny particules :fc}c et leur
poids associé wi. A D'étape initiale on génere ces parti-
cules dans la loi initiale px,. Les étapes suivantes, k >
1, consistent a simuler Ng nouvelles particules a partir
de Ny particules &%, | obtenues a l'étape k — 1 et de
I’observation ¥1.;, selon une loi d’importance de densité
40X | X1.h_1,Y1.- A chaque particule ainsi générée est asso-
cié un poids défini récursivement [3] :

DX X (s B )Dvi x5 (ks T)

Y]
X1 | X10—1,Y1:k (xk’ L1ik—1s ylik)

W = w] (9)

11 est possible d’approcher le calcul de ’espérance dans
(6) par E[py, | x, (i, Xi)|Yir—1] = S0 wj, [5]

Considérons dans un premier temps la technique boots-
trap [4] utilisant comme densité d’importance la densité
de transition px,|x, (2, 2r—1) avec des poids
wf€ = wi—lelek (Y, 532) En pratique on constate que les
étapes de simulation et de pondération seules ne suffisent
pas car au fil des itérations la majeure partie du poids total
du nuage se concentre sur une particule. Or la simulation
et la pondération des particules de poids tres faible re-
présente un temps de calcul non négligeable alors qu’elles
apportent peu en terme d’estimation. Ce phénomene ap-
pelé dégénérescence des poids est décrit dans [6]. Une des
méthodes employée pour I’éviter est une étape supplémen-
taire de rééchantillonnage [4] qui consiste & tirer dans les
N, particules suivant une loi donnée par les poids. Ce ré-
échantillonnage peut-étre systématique ou conditionné par
le résultat d’un test sur la variance des poids. Ainsi est-il
possible qu’a une itération k de l'algorithme plusieurs par-
ticules aient la méme position. Si la dynamique de 1’état
est faiblement bruitée (ou presque déterministe), ces par-
ticules évolueront les unes tres proches des autres, ce qui
limite alors fortement la capacité d’exploration du nuage.

Lorsque la loi d’observation est tres localisée (ce qui est
notre cas), ’évolution du nuage se faisant indépendam-
ment de ’observation, aucune particule ne visite la zone de
forte vraisemblance. Apres rééchantillonnage seules quel-
ques particules (les plus vraisemblables) seront sélection-
nées. Ce qui limite 1a aussi la capacité exploratrice du
nuage. Ces deux phénomenes décrits par exemple dans [6]
sont appelés dégénérescence des particules.

Une des solutions pour éviter la dégénérescence des par-
ticules est de prendre en compte l'information apportée
par 'observation a l'instant k lors de la génération du
nuage. Les particules évolueront non plus selon la loi de
transition px,|x, ,(zx,Tr—1) mais selon ce que 'on ap-
pelle la densité d’importance optimale [3] :

DXy | X1, Ve (Ths &%, yr) et seront pondérées récursivement

par wj, = wfg_lpyk|xk71(yk,:%§;_1) pour suivre (9).

Densité d’importance optimale et simulation de
PEDS : proposition d’une méthode.

Pour appliquer la méthode bootstrap il est possible d’uti-
liser la méthode d’Euler pour simuler sur [t;_1, tx] 'équa-
tion différentielle stochastique (1) et générer ainsi des par-
ticules selon une loi approchant px,|x, , en introduisant
le schéma au pas A’ = A/r (r entier > 0) :

7/1,1@ = X’:L—l,k: + f( 7/1—1,ka 0)A" + G(O)W,, (10)
avecn =0,....,r—1et k=1,..., N. La suite des variables
aléatoires W, représente les incréments d’'un Brownien sur
un intervalle A’ (leur variance (07,)? étant proportionnelle
a 1/r). Pour diminuer r il est possible d’utiliser une mé-
thode de type Runge-Kutta stochastique d’ordre 2 ou 4
[8]. Dans notre application, & l'ordre deux, on aboutit &
un schéma de la forme :

X;z,k = fri2 (X’;Lfl,kﬂ g, A,) + Grio (Alv Q)WT-,TL
1
Wyn ~N(0,07,), o = a}UW
Mais pour appliquer la méthode d’échantillonnage d’im-
portance optimal en des instants kA +nA’, 0 < n < r, on
se heurte a la difficulté de simuler dans laloi px/ | |x,_, v,
A notre connaissance, il n’a pas été proposé de méthode
pour y répondre. Dans [3] le calcul de px,|x,_, v, et dela
densité py, |x,_,, nécessaire au calcul des poids, est donné
dans le cas ol (1) est remplacé par un systéme markovien
discret de la forme Xj, = u(Xx_1) + Wi avec Wy gaus-
sien et de matrice de covariance C,, inversible. Ce calcul
ne peut étre appliqué a (11) sans aménagement car Cl,
est singuliere et de plus r pourra étre plus grand que 1.
Nous proposons ici une méthode qui contourne ces difficul-
tés. Elle consiste a recalculer la moyenne et la covariance
de la loi d’importance optimale du systéme discret (11)
(ici gaussienne) en considérant des échantillons pris aux
instants kA’ : g, = HX, , + vk Ne disposant réelle-
ment que d’échantillons aux instants kA, nous proposons
d’introduire un suréchantillonnage (par interpolation) de
I’observation pour disposer de pseudo observations y;h &>
avec yg . = Yk et Y, = yr+1. Cette approche se justifie
ici par un bruit d’observation faible et en supposant que
1/A est supérieur a la fréquence d’échantillonnage sans
perte pour HX.
Considérons les deux situations :

(11)

1. Le pas d’échantillonnage physique A est suffisant
pour obtenir une bonne approximation par Runge-
Kutta au pas A de la trajectoire d’état.

2. Au pas A lerreur d’approximation par Runge-Kutta
2 stochastique est trop importante.

Dans la situation 1) nous appliquons notre technique

d’échantillonnage d’importance pour la suite observée y1.n
avec A’ = A dans (11) et nous en déduisons la log-vraisem-

blance L(y1.n,0) (8). Dans la situation 2) nous introdui-
sons les observations y).,.5n et appliquons la méme tech-
nique au pas A’ sur (11) pour cette fois obtenir une vrai-

semblance L'(y}.,y,0) calculée sur les rN échantillons.
3 Expérimentations

A titre d’illustration nous donnons des résultats en si-
mulation en choisissant deux jeux de paramétres 6; =
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(5,20,50) et 83 = (20,10,50) correspondant & deux type
de dynamique du signal EEG a l'approche et en début
de crise (Ces valeurs de parametres ont été obtenues par
identification empirique sur signaux réels). On note ici
xlOffTN ={HX, ;;k=1,..,N;n=0,..,r — 1} la suite
obtenue en calculant les X ;L © par la méthode de Runge-

Kutta & l'ordre deux avec un pas suffisamment fin A’ =
1/(256 x r) our = 8 et N = 2048.

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00

_800 1 1 1 1 1 1 1 J
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00
t(s)
Fia. 1 — Une réalisation des deux types d’activité simulés
(en haut) 4 (en bas) %2,

Pour chaque valeur 6; correspondants, trois signaux sont
construits a par;ir de xlgng - Le premier signal (simulant
le signal géel) yiinv = {yn’,n=1,..., N} correspond au si-
gnal 2107 \ sous échantillonné & 256Hz (on prend un

échantillon sur 8) auquel on ajoute un bruit de mesure
blanc centré gaussien v, ~ N(0,0,). Ensuite Le signal
yff v est interpolé d’un facteur 8 par deux méthodes : inter-
polation linéaire et interpolation par spline cubique pour
créer respectivement les deux derniers signaux yl;? y =
{ylzj,kj =1,...,7N}et ycsffTN{ycst,k =1,..,7N}. Lafi-
gure 2 représente ces différents signaux sur quelques échan-
tillons. L’écart entre les signaux interpolés et xlO?{r N est
da au bruit v, et a lerreur d’interpolation. Pour diffé-
rentes valeurs de o, la distance suivante est calculée

0; 1 & 0;

&’ (00) = N Z(ﬂok - kaJ)Q

k=1

i€{es, 1} (12)

et représentée figure (3). Pour des fortes valeurs de o2
cette distance est trés proche de o2 ce qui suggere que
I'interpolation apporte peu de bruit complémentaire. On
remarque que pour des faibles valeurs de o2, cette distance
est bornée inférieurement par un seuil correspondant a
Ierreur due a linterpolation seule. Cette erreur pourra
étre prise en compte pour I’évaluation de la vraisemblance
quand o, est du méme ordre de grandeur.

Les deux signaux 371, et %2 correspondent respective-
ment aux situations 1) et 2) décrites a la fin de la section 2.
Une réalisation de la vraisemblance A — IA/(ny N+ A4, Bj,Gj)
calculée pour différentes valeurs de A sur ces deux signaux
(Bj et G; étant fixés) est représentée figure (4) et (5).
La variance du bruit additif pour les deux modeéles est
o2 =10.

La courbe de la figure (4) présente un maximum global
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F1G. 2 — Les quatre signaux construit par la simulation du
modele avec 0; = (5,20,50) et o, = 10

. 0; . . . .

F1a. 3 - distances €,” (0,,) entre signaux interpolés et signal
. 7 P 9J

non bruité x10y7 .

aux alentours de la vraie valeur (A = 5.0). Par contre pour
la situation 2) figure (5), le mode aux alentours de la vraie
valeur (A = 20.0) n’est pas un maximum global. Dans
cette situation, pour montrer I’amélioration apportée par
le calcul de la vraisemblance sur les signaux interpolés, les
vraisemblances L,(IIO%TN, A, 10,50),

E'(ylf‘;m A,10,50) et ﬁ’(ycsf?rN, A, 10, 50) sont calculées
(avec 02 = 10) pour différentes valeurs de A et repré-
sentées figure(6). La vraisemblance L/(z102 , A, 10,50)
correspond ainsi & la courbe de vraisemblance que ’on ob-
tiendrait si on échantillonnait le systeme a une fréquence
1/A’ pour étre dans la situation 1). Elle nous sert donc
de référence. La vraisemblance calculée sur le signal inter-
polé par la méthode spline cubique L’(ycs??TN,A, 10, 50)
suit assez bien cette référence par rapport a la vraisem-
blance sur le signal 192 . A noter que dans cette situation
(6 = 63,02 = 10) 'interpolation par spline cubique est
bien meilleure (figure (3)). Pour les trois vraisemblances
on retrouve le maximum global aux alentours de la vraie
valeur (A = 20). Cette méthode s’avere donc nécessaire
pour identifier le maximum de vraisemblance contraire-
ment au cas de la figure (5)
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~6000 (EM,gradient). L’application concréte de ces techniques
L(y%1,, A, 20,50) dans ’analyse de beaucoup de données patient nécessi-
—8000 | tera évidemment des heuristiques pour limiter les temps
de calcul en intégrant un maximum d’information a priori.
—10000 |
—12000 | 0
-125000
—14000 + P T e
—16000 |
—18000 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00
N (21092, A, 10,50)
. - - L' (412 5, 4,10,50) =reeareees
FiG. 4 — La vraisemblance L(y?}N,A,ZO,SO) pour diffé- . w ;;N )
rentes valeurs de A ( 02 = 10). -800000 - . LI(yCSwN’AI’ 10, 50) T -
10 20 30 40 50 60 70
A
—10000 . 8y
FIG. 6 — Les vraisemblances L'(yj% ,A,10,50) et
20000 1 L1092, A,10,50) pour différentes valeurs de A.
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