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Résume — Le travail peésené porte sur la étermination d’uneé&gle de écision pour un proime avec deux classes et deux contraintes qui
fixent des bornes sépieures pour les probab#is d’erreur conditionnelles aux classes. Dans le takaxiste desé&gles de dcision satisfaisant
conjointement les contraintes, lagle choisie sera celle qui minimise unit@ombinant les probabiés de écision conditionnelles. Dans le
cas contraire, il estatessaire deddinir une egle qui ajoute une classe de rejet. Egle optimale recherée est alors est celle qui minimise
la probabilie de rejet. Dans un premier temps, égle de écision est dfinie lorsque les densis de probabilés de chacune des classes sont
connues : elle consistecomparer le rapport de vraisemblaaae ou deux seuils selon que du rejet éstassaire ou pas. Dans un second temps,
une nethode bae sur les SVM est propes pourélaborer uneéagle de écision lorsque le processus est uniquemeéatit par un ensemble
d’'apprentissage. Lacgle consisté comparer la sortie du SVM avec un ou deux seuils. Ceux-ci siptmirésa partir des sorties du SVM
pour un ensemble d'apprentissage, soit directement avec les valeurs de sorig@astitd’estimation des densgt de probabilés. Le biais et

la variance des probabiis de rejet et d’erreurs conditionnellesénéntsa la taille de 'ensemble d’apprentissage setoidiés.

Abstract — The paper deals with the definition of a decision rule for a two classes and two constraints problem. The considered constraint
bound the conditional error probabilities. When decision rules verifying both constraints exist, the rule that minimizes a cost combining the
conditional decision probabilities is chosen. If such rule does not exist, it is necessary to introduce a rejection class and the optimal rule i
the one that minimizes the reject probability. Firstly the rule is defined assuming that the conditional density functions are known. It consists
in comparing the likelihood ratio with one or two thresholds depending on the use of rejection or not. Secondly, a method based on SVM i
proposed to design decision rules for processes described by sample sets. The rule consists in comparing the function of the SVM output wi
thresholds. They are determined using outputs of a training set, either directly, either by estimating the output densities. The bias and the stand:
deviation of the reject and of the error probabilities arising from the size of the training set are studied.

1 Introduction tenu de la variabil@ inherentea I'ensemble cchantillons con-
sidere.
Le travail propoé est une illustration de ce type de prerinle
Les approches #oriques de la classification entre deux clas-y cas particulier o les probabiliés d’erreur conditionnelles
ses ont permis @tablir differenteségles de dcision optimales 3 chacune des classes sont lgas Le paragraphe Zdit
au sens de certains @tes, par exemple lgle de Bayes, le  pracigment le prol#me de classification pésLe paragraphe
test de Neyman-Pearson, le minimax [1]. Elles peunetuti- 3 est consaérau @veloppement de l@gle de @cision lorsque
lisées pour autant que le prebhe pod \erifie les hypotses  |es densiés de probabiliés sont connues. Le paragraphe 4 traite
d'établissement de cesgles. des probkmes d’estimation lorsque le processus est seulement
L'introduction de contraintes dans ces prailes peut conduire  connua 'aide d’un ensemble de dodesétiquetes. Dans le
a I'absence de solutions dans un cadre classique. Pour tri‘iaragraphe 5, une @hode est propée pour construire un
ter ces situations, la notion de rejeet developfge notam-  ¢jassifieur dans le cas d’un processeésrit par un ensemble
ment dans le cas de contraintes portant sur la probalbolir- d’apprentissage ; elle s'appuie sur les machiegcteurs de
reur totale [2, 3, 4]. Toutefois un certain nombre de peatds support (SVM). Son applicatioa un exemple simél est pe-

réels peuvent impliquer un ensemble de contraintes plus condange dans le paragraphe 6, quegrde la conclusion.
plexe. Les contraintes peuvent s’exprimer selon un ou plusieurs

colts qui combinent difrentes probabils d’erreur (totale ou . ] ]

conditionnelle). Elles peuvent impliquer des conditions &in 2 Classification avec contraintes

galité ou d’ordre. Pour tous ces scenarii, deux casasamtent :

soit les contraintes peuvedtre satisfaites en appliquant une Soient deux classeS,; et Cz. On consi@re le probéme de
régle de écision classique, alors cette solution est agept classification binaire avec les deux contraintes suivantes :
soit pour satisfaire les contraintes il egicessaire d'introduire { P(D1/C3) < erz 1)
du rejet, c’est-dire une non &kision pour certaines obser- P(Dy/Cy) <es Oleipetey € [0,1]

vations. Dans ce cas l&gle visea minimiser la probabilé  avecP(D;/C;) la probabilie de @cider la classécondition-
de rejet. Pour qualifier ce type degle il convient de mesu- nellement la classg ete;; la borne suprieure pour la proba-
rer les performances mais aussi de s'assurer du respect debté P(D,/C}).

contraintes. Dans les cas d’apprentissaggartir d’exemples Le probEmea résoudre difre selon qu’il existe ou non au
étiqueés la qualification pose un pravhe particulier compte moins une partition(Z,, Z;) de R™ telle que les contraintes



soient \erifiees. S'il existe au moins un couplé, Z,), le
probleme consisté rechercher celui qui minimise un @,
qui de fagon grérale est un dat ¢ qui s’exprime selon :

c11P(D1/C1) Py + c12P(D1/C3) Py
+c21P(D2/Ch)P1 + cooP(D2/C2) Ps.
ou P; est la probabili a priori de la classe i. En prenant =
0, c12 = c21 = 1, le criterec estégala la probabilié d’erreur
P..

S'iln'existe pas de partitiof.7;, Z5) telle que les contraintes

Cc =

soient \erifiees, il est Bcessaire, pour satisfaire les contraintes,

d’introduire une zone de rejet, dans laquelle auculeision
sur les galisations n’est prise. Le prashe consiste alo@sre-
chercher la partitio{Z,, Z2, Zr) qui minimise la probabilé
de rejetPx.

La qualification de la&gle de @cision recessite d’estimer
des grandeurs car#&cistiques (moyennécart-type) du crédre
minimisé (¢ ou Pr selon le cas) ekgalement des probabéi
intervenant dans laédinition des contraintes.

3 Elaboration d’une régle de dcisiona
partir des densités de probabilites

Lorsque les dengis de probabilés conditionnelles cha-
cune des classeB(z/C1) et P(z/Cs) et les probabiliés a
priori P; et P, sont connues, laegle de écision tleorique
peutétreélaboke.

Tout d'abord, il est Bcessaire dedderminer siles contraintes
peuventétre conjointement satisfaiteA. cette fin, il est pos-
sible de consiérer chaque contrainte iadendamment puis d'a-
nalyser la compatibilé& des solutions obtenues.

Soit le domaineZ; tel que la contraintd®(D;/Cs) = ei2
soit verifiee et le cat ¢ soit minimum. Pour dterminer la so-
lution a ce probéme, la @marche est similaira celle pour le
test de Neymann-Pearsaf; est éfini & partir d'un seuil\}
sur le rapport de vraisemblante:) défini par :

_ P(z/Cy)
I(x) = Pla/Cy)’ (2)
Z7 estdong par :
Z7 =A{z|l(z) > A\}} avec/ P(x/Cs)dr = e12. (3)

Z1

Par synétrie, on @&finit le domaineZ; qui satisfait la contrainte

P(D5/C1) = ea et qui minimisec. On montre queZ; est

ou )\ est le seuil sur le rapport de vraisemblance qui minimise
¢ sans contraintes :

_ Py(ci2 — c22)
~ Pi(car — 1) ©)

Dans le cas@ A} > A5, il est recessaire de faire appidu
rejet pour satisfaire les deux contraintes. La probahilé rejet
minimum est obtenue lorsque les contraintes sont 8atuiLa
regle de écision est donc :

>\; alorsD,
<\j alorsDy
¢ [A3; \1] alorsDpg.

)\0

I(z) (7)

4 Performances d'une egle de écision
élaboréea partir d’ échantillons

Geéréralement les probabidis tteoriques ne sont pas connues
et le processus est uniquemeigcdt par un ensemble d'ap-
prentissage. Le classifieur doit alcgtre €labog a partir de
cet ensemble échantillonstiqueés. Une famille d'approches
pour construire laggle de écision consist@ determiner une
fonction repésentative du rapport de vraisemblanca dkter-
miner les seuils appliquer sur la fonction. Les performances
du classifieur alors sontées aux erreurs d’estimation de ces
deux grandeurs.

Il est assez a&sde mesurer |'effet de la taille de 'ensemble
d’apprentissage sur I'erreur d’estimation des seuils. Cénsits
que le rapport de vraisemblance est parfaitement connu mais
pas les dengds conditionnelles. laédermination des seuils;
et} se fait sans biais mais avec une certaine variagpendant
du nombre céchantillons. En effet, congédons une loi donge
et un domaind), avecp la probabilie theorique qu’uréchan-
tillon appartienne au domaine et N le nombre déchantillons
tirés de cette loi. Soit la variableéatoire Py mesurant la pro-
portion dechantillons dans le domair; sa loi de probabilé
est donge par :

P [PN = ]ﬂ = Cyp"(1—p)Nh. (8)

On peut montrer que la moyenne dtdart-type de la la va-
riable abatoirePy sont :

p(1—p)
- )

Par conéquent, neme si I'on est capable de disposer une

E[PN} =p et O’[PN] =

défini & partir d'un seuil\; sur le rapport de vraisemblance gstimation parfaite du rapport de vraisemblandgaboration

I(x) selon :

Z3 = {zll(z) < N3} avec | P(x/Cy)dx = ear.

z3
Dans le cas ® A} < \j, l'intersection entre les domaines

(4)

d’'un classifieura partir d’'un ensemble d& échantillons per-
mettra d’obtenir un classifieur sans biais mais avec une va-
riance inversement proportionnelle au nombiectiantillons.

Z{ et Z3 est non nulle, et il est donc possible de trouver unes R‘eg|e de @&cision bage sur les SVM
loi qui satisfasse les deux contraintes sans introduire de re-

jet. Toute egle de @cision qui engendre une partitianpartir
d'un seuil\ € [}, A3] sur le rapport de vraisemblancérifie
les contraintes. Laggle de écision qui minimise le dat ¢ et
vérifie les contraintes est :

I Ao SIAT < Xg < A5

1 .

I(x)y 2 A aveck = AT Sido <A< AS (5)
D, A5 SiAT <A < Ao

Lorsque le processus est uniquemestrit par un ensemble
d’apprentissage, le rapport de vraisemblance n’est pas connu et
difficilement estimable avec gcision. Il est alors&cessaire de
construire uneé&gle de écisiona I'aide d’une autre @thode.

Les SVM ontéte utilises en raison de leurs aptitud&grou-
ver des frontres non ligaires et leur robustesse dsvis de
I'ensemble d’apprentissage.



densité de probabilité conditionnelle & chaque c courbes isovaleurs du RdV

__Rdv=093

__Rdv=1
RdV=179

Consicerons un ensemble de vecteurs d’apprentissage appe
tenanta deux classes :

A={(z1, 1), . (v,m)} =z €R"y; €{-1,1} (10)

Le principe des vecteus support machine (SVM) [5, 6] re-
pose sur la transformation d’un vecteurdans un espace de
grande dimension et la construction d’un hyperplan optimal -
dans cet espace. Le produit scalaire dans I'espace trarésforn ; s O . |
est effecté a I'aide d’'un noyauk™ défini par un vecteur de pa- @ ®)

rametresf. Le noyau gaussien est couramment ilisl est

défini par :
xXr — 2
K (x,y) = exp (—” 3” > .

5 (11)

La fonction de écision du SVM est la solution de la mini-

misation de : 1
2
shol?+C) & (12)
K3
ou C est une constante degularisation qui étermine le com-
promis entre I'erreur empirique et le terme de complexét

FiG. 1 — courbes isovaleurs de (a) la de@asite probabilié
conditionnellea chacune des classes (b)du rapport de vraisem-
blance

6 Application a un probleme simuk

6.1 Description du probleme simuké

On recherche unecgle de écision qui satisfasse les deux
contraintes @Fsenges ci-dessus aveg, = ex; = 0.2 pour
le processus obserwdansR? décrit ci-apes. Les classes 1 et

w est le vecteur normal I'nyperplan éparateur dans I'espace 2 sontequiprobables et respectivement congessdu rélange

transforné.
Pour le probdme avec contraintes, par analogie aveetga

de deux distributions normales, et d’'une distribution normale
seule. Elles sont repsengées par des courbes isovaleurs sur la

obtenue sur le rapport de vraisemblance, il est possiblaldbrer figure 1a.
une egle de écision en exploitant la dynamique de la sortie du  Diff érentes probabilits theoriques on@éte calcués nuné-

SVM :

l
fo(x) =Y ayiKo(wi, ) +b (13)
i=1
ou lesa; sont les multiplicateurs de Lagrange du peosbe dual
de (12).
La régle est alorsé&finie comme suit :

>¢+ alors on @cide D,

<& alors on @cideD,

¢ [£5;¢7] alors on écideDg

L'estimation des seuils] et &; doit étre faite en utilisant
un ensemble d’apprentissagé independant de I'ensemblé
utilisé pour construire la fonction dedision du SVM.

NotonSZJ@ (ou (¢) indique la classe gtindique I'echantillon)
les valeurs deg,(z) de I'ensemble d’apprentissag¥. Pour

folx) (14)

déterminer les seuils, le prect le plus simple est d’estimer

I'erreur empirique pour diffrents seuils et deekectionner les
seuils permettant de respecter les contraintes :

1 . .
N > L(i)=en  Dico, 11(0) = ez
1€Cy
s (1) *
1si fg(zj )< &
0 sinon.

Usi fo(=) > ¢ L(i) = {

0 sinon

I(i) = {

Une autre approche consisieutiliser les valeursj(.” pour

estimer les dengs de probabilé conditionnelles aux classes.

L'estimation pour chacune des classes jgttg obtenua I'aide
de I'estimateur de Parzen :

_ o) 1/2 N; 1 Z(i)fz,(i) 2
T N S (N CUEE U
1

o ‘ 2 o
] =

ou ¢ est une estimation dedtart-type des valeursy; est le

nombre déchantillons dans la classe cor&sik, eta est un
coefficient de lissage.

riquement. Pour un rapport de vraisemblaégela 1, la proba-
bilité d’erreur totale est minimum égalea 0.312,P(D,/C4) =
0.228 et P(D;,/C3) = 0.396. Pour les valeurs de;; et es;
choisies les seuils obtenus sovjt = 0.93 et A7 = 1.79. Les
contraintes ne peuvent doitre satisfaites qu’en introduisant
du rejet. Les courbes isovaleurs pour ces valeurs de rapport de
vraisemblance (RdV) sont reégsenges sur la figure 1b.

L'expérimentation &te effectiee avec 50 ensembles d’ap-
prentissage comptant chacun par classeé&d@ntillons pour
la construction du classifieur et 186hantillons pour lag&termi-
nation du seuil. Pour leegle de écision optimale dorée par
(7), les moments #oriques et estigsa partir des 50 ensembles
sont:

E[P(D1/C2)] = 0.2,
o[P(D1/C2)] = 0.04,
E[P(D2/C1)] =02,

~

(D1/Cs)] = 0.205
(D1/C2)] = 0.036,
(D2/Ch)] = 0.204

o =) &y
'TU')'"W

o[P(Dy/C1)] = 0.04, G[P(Dy/Cy)] = 0.038,
E[Pg] = 0.248, [Pg] = 0.247
o[ Pr] = 0.030, &[Pg] = 0.031

Ces valeurs mettent eividence qu’avec 10@chantillons
dans chaque classe, le pretvie peuétre €solu au mieux avec
un écart-type de l'ordre de 20% (= 0.04) de l'erreur de
consigne ;2 = 0.2).

6.2 Performances du classifieur

Le classifieur g&té construit en prenant un noyau gaussien
défini par (11). Les paragires ont tout d’aborét optimigs
en utilisant les rathodes prop@&es dans [7] et [8]. La figure
2 montre les courbes isovaleurs de la sortie du SVM obéenu
partir d’'un ensemble d’apprentissage pour les deux seuils cor-
respondant aux contraintes d'erreys etes; .

La figure 3 montre les denét de probabil& conditionnelles
des sorties du SVM pour un ensembl@chantillons dong,



courbes isovaleurs de la sortie du SVM
sortie=-0.78
__ sortie=—0.23

FiG. 2 — courbes isovaleurs de la sortie du SVM

densités de probabilité de la sortie du SVM estimées densités de probabilité de la sortie du SVM estimées
=06

classel
°f - classe2

a=03 classel

wf -~ classe2

FIG. 3 — densiés de probabilé conditionnelles des sorties du
SVM poura = 0,3 eta = 0,6

dansle casda = 0.3 eta = 0.6.

En prenanty = 0.4 la valeur de lecart-type est proche de la
valeur theorique.

7 Conclusion

Le probEme porte sur la classification avec contraintes. Dans
le cas particulier de deux classes atdeux contraintes soit
satisfaire (probabilds d’erreur conditionnelled chacune des
classes borees), la égle de écision tleorique consista com-
parer le rapport de vraisemblarien ou deux seuils selon que
les contraintes peuvedtre satisfaites sans ou avec rejet.

Une solution pour Elaboration d’uneggle de écision pour
ce probéme lorsque le processus est uniquementitia I'aide
d’'une base d’exemples est propes Elle est b&e sur I'uti-
lisation des SVM. Les densis de probabilé conditionnelles
des sorties du SVM sont estgmsa partir de la base d’ap-
prentissagea l'aide d’'un estimateur de Parzen. L&sultats
expéerimentaux montrent qu’un lissageéaplat des dengis es-
timées permet de limiter la variance des probdslit'erreur
conditionnelles intervenant dans les contraintes. Ce principe
permet d'angliorer la robustesse de lagle de écision ap-
prise.

Le probEme de classification tr&itdans ce papier constitue

Pour chaque ensemble d’apprentissage, le SVM est construit cas particulier. Les &thodes peuvergtre gréraliesa

et une egle de écision est dfinie selon (14). Les performances
de chaqueagle de écision sont estiges en mesurant les gran-
deursP(D,/Cs), P(D; /C») et Pg. Pour cette estimation, plu-
tot que d'utiliser un ensemble test, nous avons @éiles den-
sites de probabilé theoriques de chacune des deux classes :
plan aéte fragmené en egionségales suivant une grille, la pro-
babilite conditionnelle assoega chaqueé&gion aéte calcuee

a partir des dendgit theoriques, puis la&tision pour chaque
région aéte determiree et pondrée par les probabifis condi-
tionnelles pour obtenir les grandeurs esten. L'ogeration Epé-

tée pour les 50 ensembles d’apprentissage a permis d’estimer Igg)

moyenne et Bcart-type des grandeurs meses. Lesé&sultats
sont repésenés sur la figure 4.

Cette figure montre que la valeur dedoit étre judicieuse-
ment choisie : moins le lissage est important, plésdrt-type
est grand, mais un lissage trop importagfatme la densi
de probabilie. L'estimateur de Parzen introduit un produit de
convolution qui a pour effet étaler la densé de probabili.
Pour un seuil dom il existe donc un biais entre la probaldilit
théorique et la probabikt obtenue par estimateur de Parzen

moyenne des probabilités déviation standard des probabilités
0.042,

S
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o P(D2/CY)

0.18 * P(D1/C2)

0.034!
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FiG. 4 — Moyenne eécart-type des probabiis P(D,/C-) et
P(Dy/C). Laxe des abscisses indique la valeur de @#is
pour estimer les dengis, sauf pour la deraie valeur, qui cor-
responca « tres grand.

d’'autres types de contraintesaplus de deux classes.
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