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Résumé —Nous analysons dans cette communication les performancesodéle quaternioniqupour une onde polarisée captée par une
antenne de capteurs vectoriels & deux composantes. La thor@eamer-Rao est dérivée pour le modéle proposé et une caispra avec le
modeéle long-vectewgst réalisée. Nous montrons que I'utilisation des quadespermet de réduire le temps de calcul et améliore la rsolu
des algorithmes de type MUSIC.

Abstract — This paper analysis the performances of gjuaternion modefor a polarized wave recorded on a two-component vectasesen
array. The Cramer-Rao bound for the proposed model is dkamd comparison wittong vector modein presented. We show that the use of
guaternions reduces memory requirements for data coeari@presentation and improves the resolution for MUSkEdilgorithms.

1 Introduction

g=qo+qi +qj + gk, (1)
Le remplacement des capteurs scalaires par des captetos veg,, %o,
riels dans divers domaines d’applications (sismique ctété
munication, médecine, etc.) rend possible I'estimatioriade i2=j?=k?>=ijk=-1. (2)
polarisation de la source. Des algorithmes de traitemet-d’
tenne vectorielle ont été proposés dans la littératurelg}), et
les performances de tels réseaux de capteurs ont été agmlys
dans[11, 6]. Néanmoins, toutes ces différentes technisures
fondées sur la concaténation des signaux enregistrés,udan
vecteur de grande taille (long-vecteur), permettantliastion
des algorithmes classiques de traitement d’antenne scbkai
sés sur des techniques matricielles. L'avantage d’'une aph
proche est la mise en ceuvre facile, mais le passage d’urée repr g=q" +iq?, (3)
sentation 2D (distance-composante) a une représentaiion 1
(long vecteur) n'exploite pas d’'une maniére optimale birf avec:

q1,q2,q3 € Ret:

Le conjugué de estdonné parg = qo — q11 — g2 — g3k
gt son moduldg| = V@ + ¢ + 3 + 2. Un quaternion est
appelépur si go = 0 etunitaire si |¢| = 1. Lensemble des
Squaternions, notél, forme un corps non-commutatif. Pour
deux quaterniong, ¢ € H, pg = gp et en générabq # qp.
Un quaternion peut s’écrire sous la forme dite de Cayley-
Dickson comme :

mation de polarisation. (1) i @)
Dans cet article nous proposons un modeéle basé sur I'algébre q(g) 1 . 1
quaternionique, permettant de conserver la nature bireddiat q = qt]ag (5)

tance - composanfeles signaux enregistrés sur une antenne 9(1) ¢? € O (des nombres complexes g). La formule
d_eu>_< composantes (2(;). Les performances du‘ modele quatefg jer s'étend aussi aux quaternions:= |q| exp u6, ol
nionique sont comparées avec celles du modéle long vectedkt un quaternion pur, unitaire avedaxe deq etd son angle.

dans le cadre d'un algorithme de type MUSIC permettant l'esyng reyye plus ample des propriétés des quaternions peut étr
timation des parameétres de polarisation et de la DDA d'ung, vée dans [10].

onde. Nous montrons que l'utilisation des quaternions eme2|

la résolution et rend l'algorithme moins sensible aux eseu

d’estimation du nombre de sources. Nous dérivons ensuite @ |Le modele quatemionique de la po-
borne de Cramer-Rao (BCR) pour le modéle quaternionique . .

proposé dans le cas déterministe. larisation

Considérons une antenne linéaire forméeNeapteurs 2C
. équidistants. Dans le domaine fréquentiel, chaque comp®sa
2 Quaternlons peut étre représentée sous la forme d’un vecteur compleke d’
servationy,,y2 € CV. En utilisant la représentation de Cayley-
Un quaternion est un nombre hypercomplexe d’ordre quaire qDickson, on code les deux vecteurs complexes dans un vecteur
peut étre écrit : quaternionique d'observation € HY, y = y; + iy, ol



N . - P . N Py . .
y1,y2 € CI7°. Si on utilise une représentation de type long-ou <, >¢ représente le produit scalaire des vecteurs complexes
vecteur,y; ety, sont concaténés dans un grand vecteur comet * est I'opérateur de conjugaison, tandis que la contrainte

plexey € C*N,y = [y!|yd]".

d’orthogonalité des vecteufs q € C2V est équivalente a la

Pour analyser le probléeme d’estimation des parameétregd’umelation (11) seulement. Pour illustrer I'effet de cetten-co
source sur une antenne vectorielle, nous considérerongquetrainte supplémentaire sur la décomposition en sous-espac
DDA d'une sourcé: est donnée par son déphasage inter-capteprepres, nous avons calculé les erreurs d’approximation pa
0, et I'ellipse de polarisation est caractérisée par le rappotroncature de rang pour ces deux approches, sur une matrice

d’'amplitude entre les deux composanigset le déphasage

aléatoireM de rang plein. Une moyenne sur 100 réalisations

inter-composantes;. Avec ces notations, le comportement aléatoires de cette matrice a été effectuée pour le calsidde

global d’'une onde plang sur le réseau de capteurs est illus-

tré par le vecteur quaternionique :

PPk, ok )sk(Ok)

ay(Ok, pr, or) = (6)
)= Tk (orr ou ) Bu)]
oUpy est un quaternion donné comme:
Pi(prs o) = 1+1 pre #*
et le vecteur directionnel :
. . T
Sk(60x) = [1e71 %%, 7T V10 (7)

L'expression d’'une observation quaternionicue en pré-
sence déd{ sources est :

K
y= Zakﬂik +b
k=1

(8)

oub est un vecteur de quaternions représentant la contributio

du bruit additif sur les deux composantes:gtest 'amplitude
complexe de la sourdesur la premiére composante. Notons

Q =E[yy'] e HV*V 9)

la matrice de covariance correspondant au modeéle quaterniu

nique, et = E[yyi] € C2NVx2N celle du long vecteur. En
termes de co(t de calcul} contient8 x N? réels tandis que

reurs. Lerreur d’approximatidnpour la représentation long-
vecteur est plus importante que pour I'approche quaternion
igue comme on peut la voir sur la Fig. 1. En utilisant le
modeéle quaternionique, on obtient une meilleure approxima
tion de rang de la matricd®I. Ce résultat est utile en traitement

o approche long-vecteur
—— approche quaternionique

Erreur d’approximation (dB)
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Figure 1: L'approximation de rang

{2a4 x N* entrées réelles ce qui représente une reduction 4, ntenne haute résolutionlorsqu’on est amené a estimer les

la moitié de la place mémoire et un gain ir,nportanF en temps dg, ;s_espaces signal et bruit par troncature de rang de fienat
calcul. Compte-tenu de (8) et en faisant I'hypotheése demecoye ¢qyariance des observations. Nous illustrons dans te sui

rélation entre les sources et entre les sources et le Brpigut
s’exprimer en fonction des vecteurs souagecomme :

K
Q= Z JiakaL + B,
k=1

(10)

aveco; = E[zxz}] (* l'opérateur de conjugaison) & =
E [bb'], la matrice de covariance du bruit sur les capteurs.

4 Lorthogonalité des vecteurs des
guaternions

La contrainte d’orthogonalité des vecteurs propres qoetes
iques (issus de la décomposition en valeurs propré3)deest
pas la méme que I'orthogonalité de type long-vecteur. @bnsi
érons deux vecteurs a valeurs quaternioniqueg € HY >N
donnéspap = p; +i p2 etq = q1 +i qq, etles long-vecteurs
associép,q € C*N : p = [p1T|p2T}T etq = [q1T|q2T]T. Si
on impose I'orthogonalité aux vecteurs de quaternjgrg on
obtient les relations suivantes :

(11)
(12)

<PpP1,q1 >c + <p2,92 >c=0
et < p2,q] >c=<P1,q; >c

I'utilisation du modéle quaternionique dans le cadre d'igoa
rithme de type MUSIC basé sur la décomposition en valeurs
propres de la matrice de covariance des observations.

5 MUSIC quaternionique

En traitement du signal, des algorithmes quaternioniqués o
déja été proposés pour les images couleur [2, 7], signaux sis
miques [3, 5] ou pour étendre la notion de signal analytiguxe a
signaux multidimensionnels [1].

Nous présentons dans cette section un algorithme de traite-
ment d’antenne vectorielle permettant d’estimer la dioect
d’'arrivée (DDA) @ et les parameétres de polarisatipret  du
modéle quaternionique (présenté dans la section 3) d'ute. on
L'algorithme est basé sur la décomposition en valeurs gopr
de la matrice de covariance des observations quaterniesiqu
définie par (9). Soit

N
Q=>" Nupu] (13)
k=1

1’erreur d’approximation par troncature de raRgd’une matriceM, est
calculée suivant la formulerr(R) = IM=Mz|l  avecMp, la troncature de

IM]|
rang R de la matriceM et||.|| la norme de Frobenius d’une matrice.




la décomposition en valeurs propres de la matrice de covagia
= = MUSIC quaternionique

des observations\{, € R, u;, € HY). Par identification avec
(10), nous associons les premiefévaleurs propres a la partie
signal des observations et 186 — K valeurs qui restent a la
partie bruit. Nous construisons ensuite le projecteuressolus-
espace bruit :

HB :[uK_H,...,uN] [uK+1,...,uN]T (14)
La fonctionnelle MUSIC quaternionique est ensuite caleulé
par projection dwecteur directionnel quaternioniquec HY

Amplitude de la fonctionnelle

1+ipe ¢
e 10 i pel (¢=0)
d(97 p7 (}9) = . (15) 8.35 O‘.A Olts 0.‘5 0.55
. DDA (6) (rad)
el (V=18 4 j pel (o= (N-1)8)
sur le sous-espace bruit : Figure 3: Une seule source (nombre de sources mal estimé)
1
Q(0,p, ) = (16) - s
( ) a0, p, P TIpd(0, p. ) 6 La borne de Cramer-Rao du modele

La fonctionnelle (16) présente des maxima locaux pour des quaternionique

valeurs(0, p, ) correspondant aux sources présentes dans le

signal. Nous présentons dans la suite une comparaison entre modéle (8) peut se réécrire sous forme matricielle :

les estimateurs MUSIC long-vecteur et MUSIC quaternioeiqu

pour le cas d’'une seule source polarisée préser?te dansiaé.sci]g y=A0p0)x+b (17)

Sur la figure 2 nous avons représenté les courbes de détectioron A € HV*X, ses colonnes sont les vecteuays (6), et

end, supposant les parametres de polarisation de la source cof-= [z, zo, ..., x;|”. Considérons) réalisations indépen-

nus:p = 2, = 20°. Les courbes pour les deux algorithmesdantes du vecteur des observatigiis), v = 1,2,.... Pour
simplifier la dérivation, nous allons considérer le vecteur

s , : ‘ comme certain, connu. Celan’empéchexds . ..x(Q2) d'étre
des réalisations particuliéres d’'un processus aléatditeus
5] e e i faisons également I'nypothése que le bruit et le signal dént
PRAIRAY corrélés. Le bruit reste donc le seul mécanisme aléatoite et
Al \\\ \ , sera soumis aux hypothéses suivanfegprésente une distri-
zoom bution Gaussienne de moyenne nulgb(v)b' (¢)] = 20Ix

poury = &, 0 pourv # £ et E[b(v)bT (¢)] = 0 pour touty, €.

La puissance du bruit sur une composante d'un captezst

. considérée connue. Ces hypothéeses ont déja été utilisées po
/ \ ce type de probléme (voir [8, 11]). Dans la suite nous désvon

o o la borne de Cramer-Rao pour le vecteur des paramgtres

_/ ¥ 07, o7, o1], avecd” = [01,...,0k], pT = [p1,...,pK] €t
; ‘ SDT:[8017~--7<PK]-

0 ;
0.35 0.4 0.45 05 055 by . .
A el Avec ces hypothéses, pour une observatida fonction de
vraisemblance est :

Amplitude de la fonctionnelle

Figure 2: Une seule source (hombre de sources correctemanty (v)) = % exp(,l[y(y),A((g’p’ cp)x]Tl“;l
estimé) (27T)7det(Fy)5 2
[y(v) = A6, p, ©)x]) (18)

sont quasi-superposées, I'amplitude du pic de détectiamt ét
Iégérement plus importante pour MUSIC quaternioniqueaCelCompte tenu de I'hypothése sur le caractére déterministe de
signifie un meilleur pouvoir de résolution pour cette appec sources, la matrice de covariance des observations

Pour la figure 3, nous avons considéré, sous les mémes hijy = I', = 20Iy et son déterminantet(I'y) = 2No. Si
pothéses, que le nombre de sources a été mal estimé (le nombreprend en compte |&3 réalisations, la fonction de vraisem-
estimé de sources est égal a deux). Dans ce cas, la différerfdlance des observations devient :

d’amplitude entre les pics de détection de deux algoritheses Q

encore plus accentuée. D’une fagon générale, I'utilisatio V(y(1),...,y(Q) = % exp(_i Z([y(y)_
modéle quaternionique améliore la résolution de I'aldponié, (4m)2" 072 do o~

et le rend moins sen‘5|ble al estlmatlon,du n_ompre des ssurce A0, p, 0)x]T[y () — A6, p, 0)x]) (19)
par rapport au modeéle long vecteur. L'explication est la-con

trainte d’orthogonalité quaternionique, différente diéedeng- La log-vraisemblance dg prend alors la forme suivante :
vecteur (voir section 4), utilisée lors de la décompositon NQ

valeurs propres de la matrice de covariance des obsersation n(V(y1),....y())) =n(V(y) = C - —~



1 o 7 Conclusions
= ) — AWl p. x|y (v) = A(0,p.0)x]  (20)

. Nous avons proposé un modéle quaternionique pour le traite-
ouC estune constante. o _ _ ment d’antenne & deux composantes. Ce modéle permet de
Avec ces r]otatlons la matrice d’'information de Fisher (MIF)gérer linformation de polarisation tout en gardant 'angation
[9] est donnée par : bimodale des données. Lapproche quaternionique réduit le
dIn(V(y)) 0In(V(y)) co(t du calcul et permet une meilleure séparation des sous-
fr=E [ pr opi } (21) espaces signal et bruit lors de la décomposition en valears p
res de la matrice de covariance associée. Dans le cadre d'un

Ouf”f’pl SOZT)t %eux elzelments d‘u Ve,Ctell,Jfr de_s par?me.tres. Eglgorithme de type MUSIC, I'utilisation d’'un modele quater
remplacant (20) dans (21) et aprés simplifications, 'exgicn nionique permet d’améliorer le pouvoir de résolution par-ra

de la MIF devient: port au modéle long-vecteur. Pour des performances statis-

Foo Fo, Fo, tiques équivalentes, I'approche quaternionique permefaim
F=|Fy F,, F, (22) important en termes de place memoire et temps de calcul.
Foo Fop Fop

OUFgs = 2 Re {XTAgAQX} Fop = 2Re [XTAgA,,X}, References

X = diag{z1,x2,...,2x} €t Ay = ZkK:1 ngt. La BCR de
tout estimateur non-biaisé diéme parameétrg; du vecteur des
parametrep est :

El(pi—p)?] > (F ')y (23)
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