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Résumé — Cette communication présente une étude statistique de la technique de détection d’exo-planétes en imagerie courte
pose proposée par A. Labeyrie, [6]. Le détecteur originalement proposé était construit de fagon empirique. On propose dans
cette communication d’aborder le probléme en utilisant la théorie de la détection dans le but d’obtenir une décision optimale. La
déflection d’une famille de détecteurs issue du détecteur de Neyman Pearson montre que les deux détecteurs utilisant uniquement
les fréquences des événements {0} ou {0,1} ont des propriétés quasi optimales dans le cas ol le nombre d’images traitées, et non
le remps de pose, est fixé. Les performances de ces détecteurs sont évaluées par des courbes CORE.

Abstract — This communication presents a statistical study of the dark-speckle technique proposed by A. Labeyrie, [6], for
exo-planets detection using short exposure imaging. The original detector was derived empirically. We propose to tackle this
problem using detection theory tools in order to achieve optimal detection performances. The deflection of a detectors familly
arising from the Neyman Pearson detector shows that the tests statistics relying only frequencies of the events {0} or {0,1} are
almost optimal when the number of processed images is fixed. When the total exposure time is fixed this result is no more valid.

Finally, the performances of these detectors are evaluated using ROC curves.

1 Introduction

La détection par imagerie directe d’exo-planétes (pla-
nétes qui orbitent autour d’une étoile autre que le soleil)
pose de nombreux problémes techniques. Elle nécessite en
effet une haute résolution angulaire et surtout une forte
dynamique, la luminosité d’une planéte étant plusieurs
milliards de fois plus faible que celle de I’étoile qui l'illu-
mine. Alors que cette détection est en passe de devenir
techniquement possible avec des téléscopes spatiaux la dif-
fraction de la lumiére par ’atmosphére constitue la diffi-
cultée majeure & surmonter dans le cas d’instruments ter-
restres. Une optique adaptative est & méme de compenser
une partie importante des effets de cette turbulence atmo-
sphérique en reconcentrant la lumiére recue par ’étoile en
un pic central avec une largeur voisine de celle de la tache
d’Airy correspondante et en réduisant ses effets au niveau
de la planéte & un halo aléatoire (tavelures ou speckles).
Une étude détaillée de ce systéme, [2], a cependant montré
que l'obtention d’une image de planéte nécessite la réali-
sation d’un systéme avec des caractéristiques proches des
limites théoriques, associé & une exposition de plusieurs
heures.

Afin d’améliorer les performances de cette technique,
Labeyrie [6] a proposé en 1995 de prendre en compte les
propriétées statistiques de ces tavelures par une méthode
de détection directe utilisant une optique adaptative et
des temps de pose trés courts. Une étude de la densité de
probabilité du nombre de photons comptés montre alors
une diminution de la fréquence de 1’événement 0 dans le
cas o une planéte est présente. Un détecteur empirique
reposant sur une carte des fréquences de 0 (technique dite

des “tavelures obscures”) est ainsi proposé dans [6] et ana-
lysé de fagon plus formelle dans [1].

Cette communication propose d’appliquer & ce probléme
les outils de la théorie de la détection et en particulier
de déterminer un détecteur “quasi’-optimal ainsi que ses
performances. La section 2 présente le modéle statistique
utilisé pour les données. Dans la section 3 une famille de
détecteurs basés sur le détecteur optimal de Neyman Pear-
son est proposé. La statistique de test étudiée consiste
en une combinaison linéaire tronquée des fréquences des
nombres de photons comptés sur le méme pixel des diffé-
rentes images traitées. Le nombre de fréquences optimal
a utiliser est obtenu & partir de la déflection du test cal-
culée pour un temps de pose par image optimal. Enfin,
la section 4 étudie les performances des deux détecteurs
“quasi’-optimaux retenus, par l'intermédiaire de courbes

CORE.

2 Modéle

Le temps de pose étant trés court, il est nécessaire de
tenir compte de la nature quantique de la photodétection.
La présentation qui est faite ici correspond & la théorie
semie-classique de la détection, [3] : le comptage de pho-
tons n’intervient que lors de la photodétection par le cap-
teur.

Si I est lintensité lumineuse classique (ou fort flux)
collectée par un pixel sur 'image et p(I) sa densité de
probabilité, le nombre z de photoéléctrons détectés sur un
pixel avec un rendement quantique « et conditionellement



& I suit une loi de Poisson et donc :

+oo
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La distribution de “Poisson composée” qui en résulte joue
un role central en optique statistique [3] et en mathéma-
tiques actuarielles [4].

Nous ferons dans la suite ’hypothése classique que I’am-
plitude complexe de l'onde est circulaire gaussienne de
variance M et & valeur moyenne nulle. L’intensité I suit
alors une loi exponentielle qui une fois remplacée dans (2)
conduit & une distribution géométrique sur un pixel sans
planéte :

exp (—al)p(I)dI. (2)
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La présence d’une planéte rajoute une intensité lumi-
neuse fixe m : I, = I + m, la densité de probabilité fort
flux devenant ainsi p,(I) = p(I —m). En remplagant cette
expression dans (2) on obtient l’expression suivante de la
densité de probabilité pour un pixel contenant une pla-
nete :

p,)(m)—(lf;%—mz (m20) @

On peut remarquer que cette distribution est un cas par-
ticulier de la distribution de Delaporte citée dans [4, page
34].

Afin de simplifier les notations on considérera a = 1 et
on notera 3 = m/M le rapport de flux planéte/étoile. La
figure 1 représente les probabilités (3) et (4) pour deux
valeurs de M et de . L’écart entre les deux densités se
situe essentiellement pour des valeurs faibles de z. En effet
d’apreés (3,4) :

et (z)
im 22\%) _ X ]
x]gr;o W =e p(ﬂ) 1, (6)

pour les valeurs de 8 considérées ici. On vérifie également
sur ces figures que pour M fixé les deux densités sont
d’autant plus “séparées” autour de 0 que le rapport de
flux B et grand.

Le fait que ’écart majeur entre p,(z) et p(x) se situe en
x = 0 justifie la technique développée dans [6]. Or d’aprés
la figure 1 il apparait clairement que si ce raisonnement
peut conduire & une détection quasi optimale pour des
valeurs faibles de M c’est & dire pour une bonne correction
des effets de la turbulence, ceci n’est plus vrai pour des
valeurs de M plus grandes.

3 Etude du détecteur

On considére que 1'on dispose de N images et on note
X = {z1,...,zN}, les valeurs du pixel que l’on souhaite
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F1G. 1 — Probabilité en présence de planéte : p,(z) (*) et
en 'absence de planéte p(x) (O,0).

tester. Le probléme est donc de tester les deux hypothéses :
N
‘H1 (présence d’une planéte) : X ~ H Pp(Tn),
n=1
N
Ho(absence de planéte) : X ~ H p(zy)
n=1
On se propose de considérer dans un premier temps le
détecteur optimal de Neyman Pearson [7], qui consiste &
tester le rapport des vraisemblances de X sous les deux
hypothéses par rapport & un seuil. On considérera dans la
suite le logarithme de ce rapport afin de faire intervenir
la fréquence de chaque événemenement de facon linéaire
dans la statistique de test correspondante, notée T :

T— Zl (Ppa:n) ZN’“ (17139%)))7 7)

ol Nj, désigne le nombre de fois ou k£ photons ont été
mesurés sur le méme pixel des NV images. Compte tenu des
remarques faites dans la section précédente, les cas ol un
nombre élevé de photons ont été comptés ne contribueront
pas de facon significative aux performances du détecteur.
En conséquence on considérera dans la suite le détecteur
définit par :

L
Ty, = ZakmMNk (8)
k=0 H
avec :
k
1 1+aM\?
Q,m,m =m — log <; a (mT) ) )

ol le seuil 1 déterminera les probabilités de détection et
de fausse alarme. Avec ces notations, la technique des ta-
velures obscures correspond & l'utilisation de la statistique
de test Ty = (m — 1) Np.

L’étude des probabilités de détection et de fausse alarme
nécessite la distribution conjointe des Ny sous les deux hy-
pothéses. Ces variables aléatoires suivent une distribution



multinomiale de “probabilité de cellule” p(k) ou pp(k) et
d’indice N [5] :

Py
N,!
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p(No, ..., Np|Hp) = N!

p(NO;---;NLlHl) = N'

. L L
ot Ny = N =370 (N, pe = 1= 3o p(k) et pps =
1-— Ef:o pp(k). La distribution de Ty, pour un L quel-
conque est donc délicate & obtenir. On propose donc dans
un premier temps d’étudier le test & partir du coefficient
de déflection :
E(T;H,) — E(T; Ho))?
2 _ ETH) — BT Ho)? )
var(T'; Ho)
En utilisant les expressions des moyennes et covariances
d’uns distribution multinomiale on obtient :

2 = N Zio@ok) SSLCITR S

avec :

L
= Y p(k)p(@)etk m 21 tgm, -
k,q=0,k#q

Dans le cas L = 0 ’expression de la deflection devient :

o=\ X1 - exp(-p21), (13)

qui au rapport (M + 1)/M preés est identique au rapport
signal sur bruit définit dans [6, 1].

L’objectif étant pour un rapport de flux planéte/étoile
donné d’analyser V’effet de L sur le test, il est nécessaire
de déterminer dans un premier temps la valeur de M qui
maximise d. Cette valeur, notée M*, donne le nombre
optimal de photons sur un pixel. Deux approches sont
envisageables afin de résoudre ce probléme suivant que I’on
considére comme fixé le temps de pose total ou le nombre
d’images. Dans le second cas, il est en effet nécessaire de
considérer que le nombre total moyen de photoélectrons
collectés T = M N est fixé et remplacer N par T'/M avant
la maximisation de d2.

Divers tracés de d2 en fonction de M ont été réali-
sés dans les deux cas précédents. Ils ont mis en évidence,
comme le montre la figure 2, un comportement commun :

— pour un nombre d’images fixé d% posséde un maxi-

mum unique,

~ pour un temps de pose fixé le maximum de d% est

obtenu quand M tend vers 0 et donc pour un nombre

d’images infinies.
Ce dernier résultat est en désaccord avec les resultats ob-
tenus dans [1]. On peut cependant tenter de donner une
explication intuitive & ce résultat par le fait que, comme il
a été noté dans la section précédente, plus M diminue plus
la fréquence des 0 aura un role déterminant dans le test.
Dans la mesure ou on peut donc augmenter indéfiniment
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F1G. 2 — Déflection en fonction de M (8 = 1073, L = 3).
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Fi1Gc. 3 — M* en fonction de 8 pour L =0...8.

N il peut se révéler avantageux de faire tendre M vers 0,
le gain obtenu en comptant plus d’un photoéléctron par
pose devenant trés faible dans ce cas.

Nous limiterons donc la suite de cette étude au cas ou
N est fixé. La valeur de M* obtenue par maximisation
numérique de dr, est tracé dans la figure 3 en fonction de
B et pour 0 < L < 8. Quand L augmente M* augmente
jusqu’a atteindre une valeur limite. Notons que la valeur
numérique de M™* obtenue pour L = 0 correspond bien &
la valeur proposée dans [1], c.a.d. M* =~ 1/8.

La figure 4 donne la déflection optimale obtenue en pre-
nant M = M*. Bien que "'augmentation de L augmente
la déflection, cet augmentation n’est plus significative au
delad de L = 1. Tl est donc légitime de n’envisager comme
statistiques de test que Ty et T} et de considérer que leurs
performances seront voisines de celle du détecteur de Ney-
man Pearson.



10"

=M"

dL pour M

10°F 7

10° 10 10°

Fi1c. 4 — dr pour M = M* en fonction de § (L =0...8).

— Courbe Core pour T Il
_ _ Courbe Core pour T0
0.1 L 1 1 1 1 | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Pfa

F1G. 5 — Courbe CORE pour 8 =102 et T = 107.

4 Performance des détecteurs

Les performances des deux détecteurs retenus dans la
section précédente ont été évaluées par I'intermédiaire de
courbes CORE. Il est bon de souligner que ’obtention
de ces courbes par une méthode de Monte Carlo est trés
délicate dans le cas présent. Elle nécessite en effet la gé-
nération d’un grand nombre de données vérifiant des lois
non standard. Il est cependant facile de générer directe-
ment ces courbes & partir de I’expression de la statistique
de test Tp et des densités conjointes (9,10) en sommant
ces derniéres sur les supports adéquats.

Ces courbes sont facilement calculées dans le cas L =0
et L = 1. La figure 5 donne le résultat dans le cas § =
1073. Pour les deux détecteurs M = M* et le nombre
total moyen de photons est de T = MN = 107. On peut
donc considérer que dans cette configuration 'utilisation
de Tp, et donc la méthode [6], présente des performances
optimales.

5 Conclusion

Cette communication propose une étude statistique de
la technique de détection d’exo-planétes en imagerie courte
pose proposée par A. Labeyrie, [6]. Cette technique repose
sur le nombre de fois ot 0 photons sont collectés sur le
méme pixel des différentes images traitées. La statistique
de test envisagée dans cette communication généralise ce
détecteur en utilisant une combinaison linéaire des fré-
quences des nombres de photons comptés.

Dans le cas ot 'on considére que le temps de pose total
est fixé, il apparait qu’il convient de traiter le plus grand
nombre possible d’images et donc de réduire au minimum
le temps de pose par image. Par contre si le nombre total
d’images est fixé, une valeur optimale du nombre moyen de
photons collectés par image est obtenu. Pour cette valeur
le détecteur optimal est pratiquement atteint en utilisant
uniquement les fréquences des événements {0 photons } ou
{0 photons, 1 photon }. Le tracé analytique des courbes
CORE de ces deux détecteurs montre que la méthode [6],
présente des performances “quasi’-optimales.
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