Entropie conditionnelle de Rényi et segmentation
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Résumé — Apres avoir rappelé la démarche axiomatique proposée par A. Rényi pour la définition de ’entropie, nous montrons
que cette dernieére s’étend facilement aux notions d’entropie conditionnelle et d’information mutuelle. L’expression de ’entropie
d’une distribution conjointe en fonction des entropies conditionnelles, généralisant I’expression dite ’chain rule’ pour l’entropie de
Shannon est proposée. Dans la derniére partie, ces résultats sont appliqués et discutés sur un exemple de séparation de mélange,
pour lequel I'estimation des entropies de Rényi est conduite a ’aide d’outils issus de la théorie des graphes.

Abstract — The Rényi axiomatic derivation of entropy is briefly introduced. The generalized mean which is the key point in
this derivation is then used to extend the Shannon chain rule for conditional entropies. A similar rule is derived for Rényi entropy.
This new expression is applied and discussed in the context of entropy based mixture separation; the entropies are estimated
with newly introduced methods, based on properties of minimal spanning trees.

1 Introduction

Dans son article fondateur de 1961 [11], A. Rényi pro-
pose une dérivation axiomatique de 'entropie, s’appuyant
tres largement sur les notions de distributions incompléetes
et de moyenne généralisée. Nous proposons d’exploiter
cette derniere notion pour établir une loi de composition
des entropies de Rényi conditionnelles, généralisant la loi
de composition bien connue pour les entropies condition-
nelles de Shannon. Nous montrons que la loi proposée
possede la propriété d’additivité des entropies quand les
lois sont indépendantes et permet de retrouver la loi de
composition de Shannon comme un cas particulier. Dans
une deuxieme partie, apres avoir fait quelques rappels sur
les liens récemment établis entre la longueur de graphes
acycliques minimaux (MST, pour Minimal Spanning Trees)
et I’entropie de Rényi de la distribution des sommets du
graphe, un nouvel algorithme de segmentation est pro-
posé. Nous développons une approche utilisant & la fois la
théorie des graphes de représentation minimaux pour l’es-
timation de ’entropie de Rényi et la nouvelle loi de compo-
sition des entropies conditionnelles ; nous montrons que le
probleme de segmentation peut alors étre abordé comme
un probleéme de minimisation d’entropie. Cette approche
permet de donner une justification théorique & de nom-
breuses méthodes de segmentations ou d’identification fai-
sant appel aux graphes, et généralement présentées comme
des méthodes ad hoc[1][9][10]. Dans la derniére partie, 1’al-
gorithme de segmentation est discuté dans des cas ou les
méthodes usuelles de segmentation directe sont prises en
défaut, en particulier si les composantes & séparer sont im-

briquées (confusion des centres de masses des différentes
composantes).

2 Axiomatique de Rényi, loi de com-
position des entropies condition-
nelles

Nous ne rappellerons dans cet article que les deux pro-
priétés imposées dans la démarche de Rényi. Les axiomes
de symétrie, continuité et normalisation sont en effet com-
mun aux différentes approches axiomatiques proposées (voir
e.g. [3]).

— Additivité.

Soient x et y deux variables aléatoires discrétes définies
respectivement sur les ensembles d’événements finis
Q = (zii =1,...,n) et Qy = (y;,4 = 1,...,m),
et P = (p1,p2,.--,Pn) €t Q@ = (q1,02,-.-,qm) leur
lois de probabilité respectives. Ces lois pouvent étre
incompletes, i.e.

Wp=Y pi<l1
i;l

Wo=> a<1
i=1

Soit (P x @) la loi de probabilité conjointe des va-
riables x et y; si ces dernieres sont indépendantes,
alors

(PxQ)=

(p1q17 -3 P1qm,P2q15 - - - P2qm;y - - -, Pndly - - - :anmxl)



et Ventropie H de la loi de probabilité conjointe doit

vérifier
H(PxQ)=H(P)+ H(Q)

— Moyenne.
Pour tout couple (P, Q) de lois de probabilité, tel que

Wp+Wgo <1
on introduit

(P,Q) = s m)

L’entropie de la loi de probabilité (P, Q) s’exprime
comme moyenne généraliée au sens de Kolmogorov-
Nagumo [6] selon

1 (me(H(P)) + WQ¢(H(Q)))
Wp + WQ

(p17p27 -+5Pn 41,492, - - -

H(P,Q) =1

(2)

o ¥(.) est une fonction continue, strictement crois-
sante, d’inverse ¢(.) "}

11 est établi que les seules solutions admissibles [11] pour
¥(.) (au sens ou toutes les propriétés précédentes sont
vérifiées) sont :

'(pr,a(w) = 2(0471)1' ,0< « 75 1

et
Ys(x) =azx+b ,(a,b) € R?

La fonction H, obtenue avec la fonction ¢, , définit I’en-
tropie de Rényi d’ordre « et prend la forme suivante [11] :

1 1 —
1 _a10g2 <W—P Z:ZIPZ> 3)

Ha(P) =

On établit par ailleurs facilement que la propriété de convexité

de H, est obtenue pour 0 < a < 1. On ne considérera plus
que ce dernier cas dans la suite. L’entropie de Shannon de
la loi de probabilité P, notée H,(P), s’obtient comme li-
mite de entropie de Rényi d’ordre a pour a@ — 1 (voir
e.g. [2]). La fonction v,.(z) tend alors vers la fonction

Yra—s1(z) = 1+ [(1 - a)log(2)]z

qui est de la forme 1)4(x) introduite ci-dessus. I’expression
de la moyenne généralisée (2) dans laquelle ¢ = 1, conduit
a lexpression de ’entropie de Shannon.

2.1 Entropies conditionnelles

Les lois P et ) ne sont pas indépendantes en général et
la loi conjointe n’est pas définie par I’équation (1). D’apres
I’égalité de Bayes,

(P x Q)i,; = (Q/i);-pi

La regle de composition bien connue pour les entropies
conditionnelles de Shannon [3] est alors :

Hy(Px Q) = sz (Q/:) + Hy(P) (4)

Le premier terme n’est autre que ’espérance mathématique
de Pentropie conditionnelle Hs(Q/x;) sous la loi P, ou en-

core la valeur moyenne de l’entropie conditionnelle Hy(Q/z;)

pondérée par les p;.

L’extension de la notion de moyenne généralisée vue
au paragraphe précédent conduit a établir le théréeme sui-
vant :

Théoréme

Soient z et y deux variables aléatoires discrétes définies
respectivement sur Q, = {x;,i =1,...,n}et Q, = {y;,i =
15"'7m}a et P = (p17p27"'7pn) et Q = (qlaq25"'aqm)
leur lois de probabilité respectives. Soit (P x @) la loi de
probabilité conjointe des variables x et y. L’entropie de
Rényi d’ordre a de la loi de probabiblité conjointe s’ex-
prime en fonction des entropies de Rényi conditionnelles
selon

H (PxQ) =
; DY T, Ha i
ou
Vrh(@) = T logy(v)
Preuve

H(PxQ) =

pao(l—a)Ha(Qlz:)

T log, (E’p’ZZ.pq )+Ha(P)
= 1__1a logs (Zzﬁ) + Ho(P)
+ o log, (zpa2<1 o) (25 logz 35, (Px Q)T /pf ))

PxQ
P

= 10g2 Z Z pz

q.e.d.

- lialogz S,
i J

En conséquence, I’entropie de Rényi conditionnelle a pour
expression

Ho(Q|P) = Ha(P x Q) — Ha(P) (6)
avec

Notons que I’équation (4) apparait comme la limite lorsque
a — 1 de 'équation (5). L’indépendance des lois P et
@ dans ’équation (5) conduit naturellement & la pro-
priété d’additivité. Ces résultats s’étendent sans difficulté
aux notions d’entropie différentielle de Rényi, mettant en
oeuvre non plus des lois de probabilité discretes mais des
fonctions de densité de probabilité A.

2.2 Information mutuelle de Rényi

L’information mutuelle obtenue & partir de la notion
d’entropie de Rényi d’ordre a étend naturellement la no-
tion d’information mutuelle ”classique”, qui repose sur



Pentropie de Shannon. Un calcul rapide permet d’établir
les égalités suivantes
Ia(P: Q) = Ha(P) + Ha(Q) - Ha(P X Q)

= Ho(Q) — Ha(QIP)

= Ha(P) - Ha(P|Q) (8)
dans lesquelles H,(.|.) est exprimé par l’equation (7). La
limite pour @ — 1 des équations (8) conduit aux égalités
bien connues pour 'information mutuelle construite & pa-
tir de l'entropie de Shannon. L’information mutuelle de
Rényi est, comme l'information mutuelle de Shannon, une

quantité positive ou nulle, pour 0 < a < 1. On retrouve
ici la condition de convexité de H,.

3 MST et segmentation
3.1 MST

Soit X = {z1,...,Z,} une réalisation de n vecteurs
aléatoires indépendants et identiquement distribués, ou
chaque z; € RY suit une distribution notée P, de densité
de Lebesgue f. Un arbre de représentation est un graphe
T non dirigé, défini par un ensemble de sommets X et
un ensemble de liens e; ; = (x;,2;) connectant les som-
mets entre eux. La longueur totale d’ordre v du graphe

est définie par

Lny= Y le|

e; ;€T

Le graphe acyclique minimal de représentation (MST, pour
Minimal Spanning Tree) est parmi tous les graphes tota-
lement connectés, le graphe noté T dont la longueur L, ,
est minimale. T* peut étre calculé de fagon exacte a 'aide
d’algorithmes dont le cotit varie en nlogmn.
Dans [7][8] nous avons établi et étudié la possibilité d’es-
timer l’entropie de Rényi d’une distribution & 'aide de
graphes de représentation minimaux, par la relation :
Ho() = 11— logy(n™"L3, ) + flad)  (9)
outy=(1-a)d,0<a<1, et donc0<vy<d g estune
constante, dépendant de d et -y, mais non de la densité A.

3.2 Entropie conditionnelle de Rényi et
segmentation

Soit un ensemble de vecteurs aléatoires (z;,i = 1,...,n)
i.i.d. de densité \ de support Ag C IRY, et T4, = {Ao1, Aoz}
une partition de Ag. Soient 7 = (p4,,pa,) la distribution
de probabilité discréte associée aux évenements © € Agy
ou x € Agy respectivement.

A partir de I’équation (5), expression de lentropie de
Rényi d’ordre « de la distribution conjointe (A X 7) s’ex-
prime

Hy(Axm) = Hy(m)+

-1 (pAm Q,[}7',01(1-104 ()‘lAOI)) + pA027/)T,a (Ha ()‘|A02))>
¢T‘,a (67 (63

Pan + DPags

(10)

= Hy(m)—

I~ a logy (P%,, + Pl,,) +

log, (pjmg(l—a)[ﬁa(/\mm)] +p3022(1—a)[1f1a(,\\,402)])

1—«o

La premiere ligne de cette derniére expression est évidemment
nulle. A partir de ’équation (9), on a

Ho(MAo) = logy (1 45, L7 4o, ) + Bl d)

11—«

1 _
108, (138 T8, ) + Al (1)

ol n4,, et na,, sont les nombres de points de X dans
Ag1 et Ags respectivement. D’autre part des estimateurs
simples des probabilités pa,, et pa,, sont respectivement

ﬁa()\lA02) =

_NAn

N Aga
PAy; = n )

n

PAy, = (12)

En substituant (11) et (12) dans I’équation (10), on a apres
un court calcul

N 1 L + L
H,(\Axm) = T log, ( nAOlﬁna e

) + B(v,d)
(13)

D’autre part la propriété de superadditivité [13]
Ln:(nA01+nA02)= Y > Ly + Lnagy oy

conduit naturellement &

Ao xm) < H(Ag) = = loga(nz0 I, )+ Hlas d)

(14)
En P’absence d’a-priori sur la partition II4,, et en obser-
vant que la suppression d’un lien dans un MST définit
deux sous ensembles de X, de support disjoint, donc une
partition de Ag, I’équation (14) conduit & formuler le théoréme
suivant :

Théoréme
Soit T™* un MST défini sur une réalisation X = {z1,...,z,}
de n vecteurs i.i.d., de densité de Lebesgues A, et IT une
partition de X. La partition qui minimise ’entropie de
Rényi d’ordre « conjointe H, (A x II) est obtenue en su-
primant le lien e;; le plus long de 1.

La démonstration est une conséquence immédiate des
équations (9)(11)(13) et (14).

Un algorithme simple de segmentation cherchant & mi-
nimiser ’entropie de Rényi de la distribution peut alors
étre proposé :

1. Estimer T, MST construit sur ’ensemble des n

réalisations.

2. Trouver le segment de longueur maximale dans 7™,
S0it emae-
7 . * * H
3. Définir Ty, Ty,  enappliquant la coupure C (emaz)
sur T, définissant ainsi les deux sous-ensembles de

réalisations et donc la partition recherchée.

Le coiit de calcul de cet algorithme varie en O(nlogn)).

3.3 Exemples

Deux exemples sont traités, permettant d’illustrer les
performances mais aussi les défauts de cette approche.

Soient deux distribution (figure 1) sur R? dont les sup-
ports sont disjoints mais concentriques, et de centre de
masse confondus. L’identification (et la segmentation) des
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Fi1c. 1 — Exemple de partition en deux sous ensembles
non convexes, de barycentres confondus. (a) Données ; (b)
MST; (c¢) Segmentation par K-Means; (d) Segmentation
par minimisation d’entropie de Rényi.

deux composantes ne peut étre résolu par la méthode
usuelle des K-Means [4], et & notre connaissance, seules des
méthodes reposant sur un grand nombre d’a-priori (sur la
topologie des supports) ou sur la notion d’apprentissage
présentent une alternative. Le second exemple (figure 2)
est un exemple pour lequel la méthode des K-means est
adaptée : composantes concaves et centres de masses bien
distincts. Sur un tel exemple, on percoit immédiatement
la limitation de l'algorithme proposé : des que les support
des deux composantes se rapprochent, il peut exister des
segments de T™* plus importants a l'intérieur d’une méme
composante que ne l’est le segment qui relie les compo-
santes. Une étude statistique précise des performances de
notre algorithme est en cours, en fonction du nombre n de
réalisations observées.
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