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Résumé — Cet article présente une nouvelle méthode de restauration multiéchelles permettant I’estimation du paramétre d’un
processus de Poisson a partir d’une seule réalisation du processus dans un contexte de rapport signal sur bruit faible.

Abstract — This paper presents a new multiscale restoration method for the estimation of the parameter of a Poisson process
from a single realization of the process in low signal to noise ratio situations.

1 Introduction

DeQuant est une nouvelle méthode de restauration multi-
échelles dont la dénomination provient de ’analogie avec
le terme anglais Denoising dans un contexte ou le bruit
est de nature Quantique.

Ce type de bruit se rencontre en particulier en médecine
nucleaire ou le modele de dégradation de I'image peut étre
modelisé par un processus Poissonien du type:

n
Prob(I(ks, ky) =n) = We_y(k“k“ (1)
avec
Y=HX (2)
X représente 'objet, Y correspond a 'image obtenue par
la convolution de ’objet avec la fonction d’étalement H
du systeme d’imagerie et I est I'image bruitée.

DeQuant permet I’estimation de 'intensité Y du proces-
sus de Poisson (débruitage) ainsi que la déconvolution de
ce processus (estimation de X) si la fonction d’étalement
du systeme d’imagerie est connue. DeQuant est basée sur
les six étapes fonctionnelles suivantes :

— Les images en médecine nucléaire peuvent étre écono-
miquement représentées par une transformation en
ondelettes qui concentre I’essentiel de I'information
dans un petit nombre de coefficients [4]. C’est pour-
quoi la premiere étape de DeQuant est une trans-
formation qui consiste a calculer la transformée
en ondelettes de I'image bruitée. Dans le cadre de
DeQuant nous utilisons la transformation en onde-
lettes de Mallat [12] et la transformation redondante
et invariante par translation proposée par Coifman
et Donoho [3]. Nous avons choisi de travailler avec
I'ondelette de Haar non normalisée qui peut étre
considérée comme l’ondelette canonique d’analyse
des processus poissonniens.

— Dans I’étape de sélection DeQuant analyse la signi-
fication statistique des coefficients en ondelette ainsi
obtenus afin de séparer les coefficients significatifs
contenant 'information, des coefficients non signifi-
catifs pour lesquels I’hypothese de manque d’infor-
mation locale n’a pas été rejetée.

— Restaurer I'image en utilisant uniquement les coef-
ficients en ondelettes significatifs et en assignant la
valeur zéro aux coeflicients non significatifs conduit
des artéfacts. Le choix de la regle donnant une nou-
velle valeur aux coefficients non significatifs consti-
tue la troisieme étape de DeQuant, soit ’étape de
régularisation. Dans le cadre de DeQuant nous
avons envisagé deux opérateurs de régularisation:
(1) le Laplacien correspondant & une contrainte de
douceur de type Tikhonov [14] et (2) un opérateur
introduit par Bijaoui et Froeschlé [1] permettant de
conserver les bords.

— Nous appliquons des contraintes secondaires permet-
tant de prendre en compte un autre type d’informa-
tion a priori comme la positivité des images et la dy-
namique des coefficients en ondelettes. Cette étape
est appelée ’étape de projection.

— L’image est reconstruite en utilisant les coeflicients
significatifs et la nouvelle valeur des coefficients non
significatifs apres projection. C’est 1’étape de re-
construction.

— Une étape d’itération est nécessaire car la solution
obtenue n’est pas directement optimale.

Cet article est organisé comme suit. La Section 2 présente
la méthodologie adoptée par DeQuant pour le débruitage
d’un processus de Poisson, c.a.d, ’estimation du parametre
Y du processus. Cette section insiste sur la flexibilité de
la méthode en montrant que les étapes de transformation



et régularisation peuvent étre modifiée sans pour autant
changer la structure globale de ’algorithme. La Section
3 montre comment DeQuant peut étre utilisé pour esti-
mation de I'objet X relié au parametre du processus de
Poisson par la fonction d’étalement du systeme d’image-
rie. Nous concluons en montrant un exemple d’application
de DeQuant en médecine nucléaire.

2 Débruiter avec DeQuant

La méthodologie utilisée par DeQuant pour estimer 1’in-
tensité Y d’un processus de Poisson a partir d’'une seule
observation I du processus est basée sur un test d’inférence
statistique. En effet, nous souhaitons montrer que l'in-
tensité du processus de Poisson varie localement. Pour
ce faire, nous supposons qu’elle est localement constante
et essayons d’invalider notre supposition en nous basant
sur I'information livrée par ’observation du processus. Ce
raisonnement conduit a la formulation des hypotheses sui-
vantes:

Hy: Y est localement constant
H,: Y varie localement

Etant donnée la capacité des coefficients en ondelette a
caractériser la localité et la variation, nous les avons choi-
sis comme parametres de test pour quantifier le degré de
concordance entre ’observation et les hypotheses. La for-
mulation des hypotheses en termes des coefficients en on-
delette de Y fournit:

H()I Wa)y(2‘?,]€w,]€y) == 0
Hy: Way (27, kg, ky) #0

L’indice a représente les lettres h (horizontal), v (verti-
cal) et d (diagonal). L’intensité Y étant inconnue, nous
approximons ses coefficients en ondelettes par ceux de
I’image I qui constituent une approximation non biasée
des coefficients en ondelette réels. Cette derniere approxi-

mation nous conduit a la formulation finale des hypotheses:

H()I WQ’I(Z]:,]{?I,]{??J) == 0
Hy: Wa (22, kg, ky) #0

Le degré de crédibilité de Hy dépendra alors de la pro-
babilité P que le coefficient en ondelette W, 1 qui serait
obtenu sous I’hypothese Hy soit supérieur a la valeur ob-
servée Wy 1:

— i Wi(27, kg, ky) >0

P = ProbW, 1(27, ks, ky) > Wa (27, ks, ky))  (3)
— si Wr(27, kg, ky) <0

P = Prob(Wa 1(2/, ka, ky) < Wa,1(2, ks, ky))  (4)

Un seuil d’erreur du test, €, est choisi. Si la valeur P est
inférieure a €, la valeur observée est jugée suffisamment
en conflit avec I’hypothese nulle pour que cette derniere
soit rejetée. Ceci signifie que 'image n’est pas considérée
comme étant constante sur un voisinage de taille propor-
tionelle & 27 centré au point (kg, k). On considere alors
qu'un coefficient significatif a été détecté au risque €. Si
la valeur P calculée est supérieure a €, on considere que

la valeur du coefficient en ondelette est uniquement due a
une fluctuation statistique et on accepte I’hypothese Hy.
Ce dernier coefficient est alors dit non significatif.

Le calcul de la valeur P nécessite la détermination de
la densité de probabilité des coefficients en ondelette sous
I’hypothese Hy, c.a.d, pour une distribution de Poisson
localement uniforme. Cette loi dépend du choix de 'onde-
lette analysante. Nous avons choisi de travailler avec I’'on-
delette de Haar non normalisée correspondant aux filtres:

h=[1,1] g¢=[1, —1]

Le choix de cette ondelette est motivé par les deux rai-
sons suivantes: (1) elle s’accorde parfaitement au processus
physique de formation des images en médecine nucléaire
[13], et (2) elle permet le calcul analytique de la densité
de probabilité [2]. Cette dernieére est alors de la forme:

Prob(WaJ(2j, kg, ky) = Wa,1(2j, ke, kzy))
= efFY(QJ’kz,ky)I‘WQJ(Qj’kx)ky)‘(FY(2J7]gm]{;y))

avec I|,(c) la fonction de Bessel modifiée d’ordre entier
n [6] et Fy (27, k,,k,) Pimage lissée de Y. La densité de
probabilité calculée dependant de I'image inconnue Y, I’al-
gorithme de reconstruction devra étre de type itératif.

A chaque échelle, le seuil d’erreur e génere un seuil
(27 ykz,ky) sur les coefficients en ondelettes qui corres-
pond a la plus petite valeur entiere telle que l'intégrale
de la densité de probabilité entre cette valeur et l'infini
soit inférieure & e. Le seuil ¢(27, k;, k,) permet de séparer
les coefficients en ondelette de 'image bruitée en deux
groupes: le groupe des coefficients significatifs W7 ; qui
correspond aux coefficients en ondelettes supérieurs au
seuil £(27) et celui des coefficients non significatifs W ;
qui correspond aux coefficients en ondelettes inférieurs au
seuil #(27).

L’image Y est alors reconstruite dans ’espace ondelette
en conservant les coefficients significatifs qui représentent
la contribution du signal et en calculant une nouvelle va-
leur pour les coefficients non significatifs. La valeur a don-
ner aux coefficients non significatifs représente un probleme
mal posé [5]. Nous contraignons 1'unicité de la solution en
introduisant la contrainte de régularisation de Tikhonov
[14]. Cette derniere contrainte sur la douceur de Y peut
étre formulée comme suit :

LoFy(27) =0 (5)

ou Lo correspond au Laplacien et Fy (27) aux coefficients
de 'image lissée. La resolution de ’équation (5) par l’al-
gorithme de Van Cittert fournit l'itération:

P29y = FIV(27) — €, LY (29) (6)

avec &1, = 0.2. Soient Hsy, G, G, et G4 les opérateurs
d’analyse en ondelettes tels que les équations de 'analyse
multirésolution [12] s’écrivent:

Fy (271) = Fpy(2) = HyFy(2)
Wiy (2%) = Wimp@) = GrnFy(2) )
Woy (@) = Wype) = GFy(2)
Way (2t = Waopy ey = GaFy(2))



En multipliant j fois I’égalité (6) respectivement par les
opérateurs G, G, et G4, nous obtenons:

Wh,F§"+1)(2f) = Wh,F (24) =&, W, h,La S (29)
Wv,F,(,”“)(m') = Wv,Ff,")(QJ) &, W 0, Lo PV (29) (8)
Wd,Ff,"“)(y) = W4, (29) =&, W, Lo P (29)

Donc si les coefficients non significatifs de Y sont calculés
par equation (8), la solution Y satisfait la contrainte de
douceur definie par (5).

Une fois les coefficients en ondelette de Fi(/") a ’échelle
27 calculés, I'approximation de Y & une échelle inférieure
peut etre calculée en utilisant I’équation de synthese de la
transformation en ondelette de Mallat [12]:

F}(/n)(Qj—l) — [H F(n)(Qa)+Gh o0 (23-1)

+ G W o, PO (23 1)+GdW FOV (20— 1)] /4
9)

Apres avoir remonté toutes les échelles jusqu’a ’échelle
29, Nous obtenons I'image reconstruite & litération (n):

Y =R (20)

2.1 Modification de 1’étape de transfor-

mation pour introduire ’invariance par

translation

L’ondelette de Haar n’étant pas adaptée a ’analyse des
images régulieres, nous observons des artéfacts de type
bloc dans 'image reconstruite. Un moyen simple de pallier
cet inconvénient serait de changer d’ondelette, mais cette
solution rend la détermination de la densité de probabilité
beaucoup plus ardue. C’est pourquoi nous avons introduit
la transformation en ondelette invariante par translation
proposée par Coifman et Dohoho [3]. Cette transforma-
tion permet d’éliminer les effets de blocs tout en gardant
I’ondelette de Haar. Elle peut étre vue comme un cas par-
ticulier de la transformation & Trous de Holschneider et
al. [11] car (1) elle utilise trois filtres directionnels au lieu
d’un seul pour lanalyse et (2) la synthese est faite en
moyennant quatre reconstructions.

En effet soient i (2711 k., k) les coefficients de I'image
lissée et ngy(ZjH,kx,ky) avec a=h, v ou d, les coeffi-
cients en ondelette. L’exposant 7' désigne la transforma-
tion de type a Trous. Nous introduisons les opérateurs
d’analyse H3(27), Gp(27), G,(27) et G4(27) qui sont ob-
tenus en insérant 27 — 1 colonnes et 27 — 1 lignes de zeros
entre les colonnes et les lignes des matrices de convolution
correspondant aux opérateurs Hy, G, G, and G4 définis
pour la transformation de Mallat. Les équations d’analyse
en ondelettes peuvent alors s’écrire:

@Y = Flppe, = H@)FF(Q2)
Wity @) = Wipro = Ga(@)FF(2)
Wiy @+ = Wliirey = Gu(@)FF(2)
Wiy (@*) = Wipre, = Ga2)F¥(2)

—~
—_
(en)

N’

L’équation de synthese exploite la redondance de 1’ana-
lyse en moyennant les quatre reconstruction possibles d'un
pixel. On introduit les opérateurs de synthese Ho(27) et
Go(27) avec a=h, v et d qui sont définis en ”dilatant” les
opérateurs de synthése correspondants & la transformation
de Mallat d’'une maniere équivalente a celle décrite pour
les opérateurs d’analyse. L’équation de synthese s’écrit
alors:

FE@) = [Ha(2)FE@+) +

+Go(

Gn(2)) Wy (27)
DYWTy(27) + Ga(2) W]y (29) ] / 16
(11)

2.2 DModification de I’étape de régularisa-
tion pour conserver les bords

L’équation de régularisation (5) peut étre vue comme
une équation de définition des bords dans 'image Fy (27).
Mais les bords définis par cette équation ne correspondent
pas a la perception humaine, car 'oeil associe les limites
d’un objet aux zéros de la dérivée seconde le long de la
direction du gradient. Ceci nous a conduit a utiliser un
nouvel opérateur de définition des bords associé aux points
d’inflexions le long de la ligne de plus grande pente. Cet
opérateur introduit par Bijaoui et Froeschlé dans [1] est
défini par:

1 —3sinfcosf —2sin?6 + cos?6
sin® @ — 2cos? 6 -2
14+ 3sinfcosf —2sin?6 + cos?6

1+ 3sinfcosé

sin® @ — 2cos? 6

1 —3sinfcosb
(12)

ou ’angle 6 corresponds a la direction normale & celle du

gradient. La contrainte de régularisation (5) peut alors

étre remplacée par:

M=

MFy(27) =0 (13)
en utilisant 1’équation de Van Cittert [15] pour résoudre
I’équation (13), nous obtenons & la place de I’équation (6)
la nouvelle itération:

By (@) = 1 ()

— & MEV(29)  (14)

ol le parametre &5 est égal a 0.001.

3 Restaurer avec DeQuant

La méthode de débruitage présentée dans la section 2
peut étre ameliorée en intégrant la fonction d’étalement H
du systeme d’imagerie comme contrainte supplémentaire
dans le processus de restauration des coefficients en onde-
lette non significatifs [8]. Ceci va nous permettre d’obtenir
une estimation de l'objet X. La méthode de restauration
differe de celle de débruitage par les étapes de régularisa-
tion et de projection.

En effet, la condition de régularisation porte maintenant
sur ’objet X :

X=0 (15)

En utilisant ’algorithme de Van-Cittert [15] pour résoudre
Péquation (15), et en multipliant les deux membres de



I’équation obtenue par ’opérateur correspondant a la fonc-
tion d’étalement H nous obtenons:

Yy =y ¢ HIL,x™ (16)

En multipliant I’équation précédente j fois par les opéra-
teurs d’analyse multirésolution définis par 1’équation (7)
nous obtenons:

Wi,z (27) = Wiy (27) — €L, Wiy, x (o (27)

W, 20 (27) = Wy (27) = €0, W g, x 0 (27)

W,z (27) = Wy yon (27) — &0, Wa g, x o (27)
(17)
Nous avons introduit Z("t1) dans la partie gauche de
Péquation (17) afin de mettre l’accent sur la différence
entre le résultat de la convolution de H avec X ("1 quand
X (+1) et connu, que nous notons Y (") et Pimage qui
est calculée en utilisant les coefficients en ondelette de

HX™ et HL,X (™. Cette derniére est notée Z(+1).
L’équation de reconstruction peut maintenant s’écrire:

Fyo (27 = [ HaF o) (2) + GuW), 70 (29)

+ GoW, 700 (27) + GaWy 7 (27) ] /4
(18)
Apres avoir remonté toutes les échelles jusqu’a ’échelle
29, Nous obtenons l'image reconstruite & I'itération (n):
Z(™ = Fu)(2°). L’estimation de 1'objet X & Ditération
(n) est alors obtenue en utilisant la méthode de Richardson-
Lucy [10] qui est une méthode de déconvolution itérative
derivée du théoreme de Bayes sur les probabilités condi-
tionnelles
H X(n—l)

H' représente la transposée de la fonction d’étalement.

Fi1G. 1: Estimation de l'objet X associé a l’'image clinique
bruitée I avec DeQuant.

4 Conclusion

DeQuant est une méthode flexible car les étapes de
transformation, sélection, régularisation et projection peu-
vent étre choisies de telle maniere que la méthode s’adapte
aux caractéristiques des images a traiter sans pour autant
modifier la structure globale de l'algorithme. DeQuant
permet aisément la déconvolution de I'image, si la fonc-
tion d’étalement de la caméra est connue. La validation

de DeQuant s’est faite en utilisant des images simulées
et des images réelles de médecine nucléaire, voir example
Fig. 1. La qualité de la restauration a été mesurée en in-
troduisant des criteres de performance locaux et globaux
[9], [7]. DeQuant apporte un gain significatif en qualité
par rapport aux méthodes déja publiées.
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