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Résumé -Le probléme de la trajectographie passive par mesures d’angle d’un objet en mouvement uniformément accéléré,
dans un espace de dimension 3, a partir d’'un observateur fixe est considéré dans ce papier. On démontre dans un premier
temps que, pourvu qu’une des composantes du vecteur accélération soit connue, la trajectoire du mobile est complétement
observable a partir d’'un continuum de mesures d’azimut-site. La confrontation d’estimateurs classiques aux données permet
de d’apprécier le maximum de vraisemblance et le filtre de Kalman étendu en coordonnées polaires modifiées.

Abstract — Angles-only tracking of an accelerated objet in a 3D environment is analyzed. We prove that if one of the
components of acceleration vector is known, the mobile tragjectory is observable from an elevation-bearing history collected
by a motionless observer. Classical estimators are then confronted to data.

1. Présentation du probléme et notations 2() = cos(t) -siné(t) 0
- %ne(t)sinqﬁ(t) cosf(t)sing(t) —cosg(t)

L'observateur (fixe) se trouve au centre du repére

(0, %y, 2). Il mesure continiment le couple azimut- 0000 O%(t)

site (6(t),¢(t)),t20. Le mobile se déplace selon 00000

un mouvement uniformément accéléré. Sa base de . .

lancement est au point de coordonnées y,,z, ), ou de maniere plus concise,

son vecteur-vitesse initial est de coordonnées Z(t) =CMX) . , ,
()-(0, Vo, 20) et son vecteur-accélération de Notons que cette mesure est toujours nulle, i.e.

— T

coordonnées(%, ,2) est supposé constant. Seule . zt)=[o .O] o )
I'accélération verticale? est parfaitement connue ; :Te'systeme complet gst ainsi décrit par le systeme
on la notera dans la suitg. La trajectoire inéaire (non-stationnaire)
déterministe du mobile peut donc étre entiérement OX(t) = ¢t, o) X (to) + R(t)
caractérisée par le vecteur OZ(t) =C)X(t) = (0,0)T

X (to) = (0. Yo: Zo: %01 Yor Z0: % Yo ) - o
Le mouvement du mobile peut étre décrit par 2. Etude de I'observabilité
I'équation d’état (poutty, =0)
Deux analyses de [l'observabilité  sont

2
%. 00t 00O té 0 E 0 0 O envisageables : I'une portant sur le systéme a temps
100 o o t2/0 E 0 B discret, l'autre sur le systéme a temps continu [2,3].
%) t 20 EZQ/D Si la premiéere est plus en accord avec la réalité, la
o100t O 00 0 /2 seconde est plus rapide pour le probléme qui nous
X(t):%) 00100 t 0 EK(‘[ )+D 0 O intéresse. _ -
® 00010 O ¢ O 0770 o U La démonstration de I'observabilité du systéme (ou
0 0 E tg % encore de I'étatX(t)) est fondée sur le résultat
00001 0 00¢ suivant [2] :
g O
%) 000O0O0 1 0 E 0 O 0O Le systéme est observable sur I'interve{ﬂ@tl] Si
MO00D00DO0 0 1§ B 0 B etseulementsi
(Ce(t.ty)Y =0, 0t Ofty.t,) O (v =0).
synthétisée sous la forme
X(t) = ¢(t,to) X (to) + R(t) . On aboutit alors a la conclusion suivante :

L'équation de mesure apres linéarisation [2] s’écrit
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La trajectoire d'un mobile en mouvement
uniformément accéléré peut étre entiérement
reconstituée a partir du continuum de mesures
azimut-site délivré par un observateur fixe, pourvu
que l'on connaisse parfaitement |'accélération
verticale (la constante de gravité) et que les
mesures varient dans le temps.

Démonstration :
La démonstration de ce résultat est fondée sur une
technique de linéarisation des mesures exactes,
employée auparavant dans [1,2] pour les modeles
dynamiques a temps continu.
Soit un vecteur
Ct)¢(t,t)Y =0, Ot Otg.t,].

coordonnées par(yl, Y2:Y3:Y4: Y5, Y61 Y71 Vs )T ;
alors

Y tel

Désignons

que
ses

My, 0 v,0 , Oy
COAL L)Y = r(r)%zmn% O L 5/
35 BsH 50
ou
O cosd(t) -sing(t) 0 O

F(t)=%n9(t)gn¢(t) cosO(t)sing(t) - cosp(t)H]

Le noyau defl (t), noté cIassiquemenKer[F(t)],

est donc une droite de®,
Désignons, par souci de simplification des écritures,

les coordonnées de  X(tp) par
(xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7,x8)T et posons
X O X, O X, O
Xo = 2%)(1— sgxz— 8%
FsH S Ho B
EVl 0y, 0 [V7
Yo = 2[1Y1 5/559“(2—
B8 BB EO E

PuisqueKer [F(t)] est une droite et que par
définition,
COX (1) = COle(t to) X (to) + R
t2 0 o0
=T(t +tX; +— X
( )EP(O 15 2|:J %)EJ

2

t oo
le vecteur X0+tX1+?X2 est colinéaire au

t2 .
vecteurY, +tY; +7Y2, dans la mesure o¥ £ 0.
Faisons ici I'hypothése qu¥ n’est pas nul; |l
existe donc une fonction réelle(t) JC” telle

que
Xy +1X +t2X (t)%{ +1Y, +t2YD
—X,=a —Y, [
0 175 %2 E0 175 25
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Montrons dans un premier temps que=Yyg =0.

En effet, la colinéarité des deux vecteurs entraine
en particulier que

O t2 t2 O

D +1X4 +7X7 Y1 tty, +—Y7 0

déts] 5 2 0=0 Ot O fto, 4]
+iX: +—X +1
%2 575 "8 Yo +lys + ysa
et
O t2 t2 O
Ko tiX5 +—Xg Yo +1ys + ys 0
détd] t22 0=0, OtOty.t]
O O
+ixg +— +1
EX3 6% g Y3 *lyg B

Le second déterminant étant un polynédme de degré
4, sa nullité n'est possible que ¥ = 0. Puis, la

méme argumentation implique qyg = 0.

Le vecteurY = (yl, Y2, Y3 Ya. Vs, yG,O,O)T satisfait
donc I'équation

| t2 0O
a@®)Y, +tY,]- S“ O+, 5: 0, Ot Oto.t,]

*
Calculons alors les dérivées SL(Jc)cessives du membre
de gauche de I'équation précédente :
a' O, +tv [+a )y, - X, —tX, =0, Ot Oy, t, ] @)
a” ()Y, +tv,]+2a’ 1)y, - X, =0, 0t Oty 1, ] (2)
a @)Y, +tY, ]+ 3 ()Y, =0, Ot Oto, 1, ] (3) .
En conclusion, siY #0, alors I'équation (3)
entraine quey, et Y; sont liés (& moins que l'un
des deux soient nuls). Notons que les deux ne
peuvent pas étre nuls simultanément, car ce serait
contraire a notre hypothése. Examinons les trois
cas:
1) Y, etY; ne sont pas nuls : dans ce cas, ils sont
colinéaires et par I'équation (2) sont colinéaires
a X,. L'équation (1) nous permet de conclure
que X, est colinéaire ax,.
Y, est nul etY;, ne l'est pas: I'examen de
I'équation (2) puis celui de I'équation (1) nous
conduisent & la méme conclusionX; est
colinéaire aX,.
Enfin, Y, n'est pas nul alors qu¥; l'est: on
conclut encore queX; est colinéaire ax, .
Dans tous les cas de figure,Xsiz 0, I'équation (*)
entraine queX, est colinéaire aX; eta X,.
De deux choses l'une :
- soit Xy, X; et X, sont réellement

colinéaires: c'est le cas ou les mesures
demeurent constantes et le systeme n’est pas
observable.

2)

3)
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- Soit ce n'est pas le cas ; alors nécessairement
Y=0 et par conséquent le systeme est
observable.

Remarque : la connaissanceglest fondamentale ;
la gravité est équivalente & une manceuvre de
I'observateur.

3. Le cas particulier d'une trajectoire
parabolique inscrite dans un plan

On consideére, dans cette partie, le cas particulier ou
le mobile a une trajectoire parabolique inscrite dans
le plan vertical d’équatiofy = 0}. Lancé selon un
vecteur vitesse(xo, 20), le mobile n'est soumis

gu'a la pesanteug supposée connue. Des lors, sa
trajectoire est entiérement décrite par I'équation

1 0t DO/E
D
%)10t o
XO=5 o 1 O§<<o)+
0015 gtgg

avec X(to) = (X0, 20, %0, Z)"
On dispose également des seules mesures de site

¢(t)AArctgH—H h[Xt,)] délivrées par

'observateur. L'observabilité deX(t,)a partir du
continuum de mesures(qb(t)),tzO) est encore

assurée. Dans un premier temps nous quantifions
I'estimabilité du mobile (pour des bruits additifs
gaussiens sur un ensemble fini de mesures
discrétes) suivant [3]. Puis nous passons en revue
quelques estimateurs classiques en trajectographie
passive.

3.1 Analyse de I'estimabilité du mobile
On note le vecteur des mesures disponibles

U= (/ylo,««-,,un )T ou 4, , le site observé a linstant
t, est défini paru, :¢(tk)+ek, & €étant le bruit
de mesure a l'instarii, supposé gaussien, blanc de

variance constantez2. Un calcul théorique [6]

fournit I'expression de la matrice d’information de
Fisher (FIM), relative a l'estimation du vecteur
d'état de la source & un instant de référence
(i.e. X(ty) , soit poum observations :

n
FIM =02 ZGKG,I L0l Gy =Dy {hy, [X o)}

Une mesure de ['estimabilité deX(ty)est le

déterminant de cette matrice. Restreignons-nous
tout d’abord au cas de 4 observations consécutives ;

on a alors: FIM =0g72GGT, ol

G=[G,,-,G,J'; dou  ron  déduit:
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déFIM) = o®[défFIM ). En considérant un
D.L. d'ordre 4 de chacun des vecteu®, on
montre aisément [3] que
déG)adefG,, 6., 6,, 6, ]. or

déthk,Gk,Gk,Gk]ne dépend pas dg(t, ). Ceci
conduit a 'approximation suivante :

dete) o rf(f : F o) +2r 200t )00t
k

¢(tk):X(tk)z(tk)_z(tk)x(tk)y

9o = )[ o (1) + 2r 2t )x(t )Pt

soit finalement,

dét(FIM) D9

Dans le cas generalne 3), on écrit de méme
FIM =0 2GG", ol G=[G,,-,G,] . Le calcul

de dét(FIM) est alors obtenu par le théoréme de
Binet-Cauchy , i.e.dé(GG) = Z[dél(GE)]Z, ol

E est un ensemble de 4 indices
{i,,--.is} parcourant I'ensemblefl,---,n} et tels
que 1<i;<i,<iz<iy<n. On en déduit

I’approximation Suivante :

deFiM) 0920 P(n)[ 0C(t) + 226Xt )P ()]

ol P(n) = [ljk(k—i)(k—j)(j —i)] On'.
L.Z

J<ks<n

3.2 Estimateurs proposes :

a) le maximum de vraisemblance (MLE)

Il est connu que l'estimateur du maximum de

vraisemblance lorsque l'on dispose de mesures
polluées par un bruit additif gaussien s’identifie a

celui des moindres carrés pondérés par l'inverse de
la matrice de variance-covariance du vecteur-bruit.

Si l'on note h[X(tO)]:[¢(t0),~-,¢(tn)]T le
vecteur-modeéle de mesure, la méthode consiste a
minimiser le critere

Q[X (to )] A ||h[X (to )] - /J";—l
ot R est la matrice de variance-covariance du

vecteur-bruit(gy, -, &, )" .

En trajectographie, comme dans bon nombre de
problemes d’estimation, la technique la plus
employée (et avec raison car elle est facile a mettre

défG,,6,,6,, 6,

en ceuvre et donne des résultats satisfaisants) est
celle de Gauss-Newton. Nous n’en détaillerons pas
les étapes. Précisons que la technique de
Levenberg-Marquardt doit étre utilisée et que
I'optimisation du pas de descente est réalisée par
une simple dichotomie.

Remarque: la connaissance de l'accélératppar
'observateur fait de ce probléeme un cas de
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trajectographie passive par mesures d'angle (TPA)
pour lequel d’autres méthodes ont été proposées.

b) Le Filtre de Kalman étendu en coordonnées
polaires modifiees (MPK) [5] :

En TPA , c'est la représentation & ce jour qui assure
le meilleur comportement du filtre. Facile a mettre
en ceuvre, la méthode a l'avantage d'assurer le
temps réel.

3.2 Confrontation aux données :

Des simulations selon la technique de Monté-Carlo
permettent d’apprécier « I'écart » de tout estimateur
a la borne de Cramer-Rao (BCR) en comparant la
matrice empirique de variance-covariance d’'un
nuage d’estimés a cette derniére. Des mesures

indépendantes entre eIIesR(zazlz) ont été

générées. La BCR prend alors [I'expression
suivante :
1

n O
B=0” éﬂ Oxoft, (X € kot [x (to)l}g -

Deux types de scenarii ont permis d’apprécier les
performances «pratiques » des estimateurs
proposés: des scenarii en rapprochement
(relativement a l'observateur) et des scenarii en
éloignement. Nous présentons ici les performances
des deux estimateurs quant a leur biais et a leur
matrice de variance-covariance sous la forme d’un
tableau dont la premiere colonne indique les
coordonnées deX(t,) couplées avec leur écarts-

types minimaux (en fait la racine carrée de la
diagonale de la BCR), les deux autres colonnes les
coordonnées de la moyenne empirique des estimées

X(to) fournis par le MLE ou le MPK (couplées

avec leur écarts-types empiriques). Dans les deux
scenarii, I'observateur est au point de coordonnées
(30000, 0) et le missile est lancé depuis le point de
coordonnées (0, 0). Chaque scenario dure 60s ; les
mesures sont acquises toutes les secondes et I'écart-
type de mesure est de 1°. Nous avons procédé a un
jeu de simulations de 500 tirages pour calculer
moyennes et matrices de variance-covariance
empiriques. Dans les deux scenarii, le MLE a été
initialisé au point (5000, 5000, O, 0) et le PMK
selon les recommandations de [5].

Les unités employées sont le métre et le métre par
seconde.

a) Scenario en rapprochement :

Dans ce scenario, les coordonnées de la vitesse du
missile est (200, 300).

Réalité MLE MPK

0 (2263) | -241(2282) 538 (2178)
0 (230) | 31 (225) | -100 (285)
200 (64) |202.81 (67) 182 (63)
300 (6.2) | 299.68(6.4) 303 (6.5)

b) Scénario en éloignement ;
Dans ce scenario, les coordonnées de la vitesse du
missile est (-200, 300).
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Réalité MLE MPK

0 (4119) | -280 (417)| -449(4219)
0 (275) | 19 (284) | 115 (369)
-200 (144)| -196.8(144| -181 (128)
300 (91) | 300 (95) | 298 (99)

Si le MLE présente le biais le plus faible et la
matrice de variance-covariance la plus proche de la
BCR, le MPK a un comportement tout a fait
acceptable.

4. Conclusion

L'observabilité d’'un mobile uniformément accéléré
dont on mesure le site et I'azimut a été etablie (une
composante de I'accélération, sgjétant connue).
Nous avons évalué [I'estimabilité et proposé
quelques estimateurs. Reste pour la suite a étudier
la convergence numérique des méthodes
d’estimation envisagées, tenir compte du clutter et
analyser le cas plus réaliste @dépend de I'état.
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