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R�esum�e { Dans cette contribution, le probl�eme de s�eparation de sources dans le cas o�u l'on dispose de moins de capteurs que

de sources est �etudi�e. Des r�esultats d'identi�abilit�e sont rappell�es, puis plusieurs m�ethodes d'identi�cation du m�elange, d'une

part, et d'extraction des sources, d'autre part, sont pr�esent�ees. Finalement les algorithmes d'identi�cation sont illustr�es par des

simulations.

Abstract { In this contribution, the underdetermined blind source separation problem is addressed. We recall some known

identi�ability results, and present various methods for the identi�cation of the mixture matrix, and the extraction of the sources.

Finally computer simulations illustrate the identi�cation algorithms.

1 Introduction

Le probl�eme de s�eparation de sources ou d'analyse en com-
posantes ind�ependantes (ACI) a re�cu une attention crois-
sante au cours des derni�eres ann�ees, et l'�etude du mod�ele
le plus simple (cas d'un m�elange instantan�e carr�e ou sur-
d�etermin�e, i.e. plus de capteurs que de sources) est ar-
riv�ee �a une certaine maturit�e. En revanche, le probl�eme
sous d�etermin�e n'a que peu �et�e �etudi�e. Le but de cet ar-
ticle est de pr�esenter quelques m�ethodes pour r�esoudre ce
probl�eme, dans le cas particulier de sources r�eelles et �a
densit�e continue. Dans une premi�ere partie, le probl�eme
sera pos�e et des r�esultats sur l'identi�abilit�e du mod�ele
seront rappel�es, puis la r�esolution des deux parties du
probl�eme, l'identi�cation du m�elange et la reconstruction
des sources, sera �etudi�ee. Finalement des simulations il-
lustreront les r�esultats th�eoriques.

2 Mod�ele et identi�abilit�e

Le mod�ele consid�er�e est le mod�ele classique de s�eparation
de sources; on dispose d'une s�erie d'observations r�eelles :

xt = Ast + "t 1 � t � T (1)

o�u st est le vecteur des sources (n � 1), "t (m � 1) est
un bruit additif d'observation, et A (m � n) est la ma-
trice (r�eelle) de m�elange. On suppose les processus (st)t
et ("t)t i.i.d (ind�ependants identiquement distribu�es) et
ind�ependants entre eux. En outre, le vecteur source s est
suppos�e �a composantes ind�ependantes, de densit�e de prob-
abilit�e inconnue r(s) =

Q
i ri(si), et le bruit d'observation

est suppos�e gaussien " � N (0; R").
Nous supposerons que le nombre de sources exc�ede

le nombre de capteurs: m < n.
Dans ce cas les m�ethodes classiques ne s'appliquent pas,

et la matrice de m�elange n'�etant pas inversible, identi�er

cette matrice ne su�t pas pour reconstruire les sources.
L'identi�cation et la reconstruction sont donc deux pro-
bl�emes distincts dans le cas sous-d�etermin�e.
Taleb et al [1] ont rappell�e l'identi�abilit�e du m�elange,

d�emontr�ee par Kagan et al [2]. Ce r�esultat dit, sous r�eserve
que les sources ne soient pas gaussiennes, que l'on peut
identi�er A aux indeterminations classiques pr�es (multi-
plication �a droite par une matrice diagonale et une matrice
de permutation). En revanche, si s et y sont des v.a. �a
composantes ind�ependantes qui v�eri�ent

x = As = Ay

elles ne sont pas n�ecessairement �egales, et le r�esultat de
Kagan et al permet seulement d'a�rmer que leurs secon-
des fonctions caract�eristiques di��erent d'un polynôme1.

3 Estimation du m�elange

3.1 fonction caract�eristique

Le r�esultat d'identi�abilit�e pr�ec�edemment cit�e est bas�e sur
l'utilisation des fonctions caract�eristiques. Une id�ee sim-
ple consiste �a les utiliser pour l'estimation de la matrice
de m�elange. En e�et, la seconde fonction caract�eristique
�x de x s'�ecrit simplement en fonction de celle de s et des
colonnes de A :

�x(u)
def
= logE

h
eiu

T
x

i

=

nX
k=1

�sk (a
T
k u) + �"(u)

ak �etant la k-i�eme colonne de A. On dispose d'une estim�ee
de �x;

�̂x(u) = log(Êeiu
T
x)

1Taleb et al ont d�emontr�e que dans le cas de sources discr�etes

s = y + z o�u z est d�eterministe.



o�u Ê est l'op�erateur d'esp�erance empirique :

Ê[f(x)] =
1

T

X
t

f(xt):

Si l'on connait la distribution des sources et celle du bruit
(et donc �s et �"), une estim�ee de la matrice de m�elange
est fournie par la minimisation du crit�ere des moindres
carr�es entre la fonction caract�eristique empirique et th�eo-
rique:

C� =

NX
p=1

j�x(up;A)� �̂x(up)j2: (2)

Ici, N repr�esente le nombre de points o�u l'on calcule les
fonctions caract�eristiques, et donc le nombre de contrain-
tes du probl�eme �a r�esoudre.
Le probl�eme est que l'on ne connait pas (en g�en�eral)

la distribution des sources, et l'on ne dispose donc pas
de la fonction caract�eristique th�eorique; dans ce cas, il est
possible de l'approcher en rempla�cant les distributions des
sources inconnues par un mod�ele param�etrique, et en esti-
mant les param�etres correspondants en même temps que
la matrice. Il faut pour cel�a que le mod�ele param�etrique
choisi soit capable d'approcher su�samment la vraie fonc-
tion caract�eristique des sources.

3.2 Statistiques d'ordre sup�erieur

Une alternative �a l'utilisation de la fonction caract�eris-
tique est celle de statistiques plus simples, qui sont les
cumulants. Comon et al [3] ont pr�esent�e le lien entre les
cumulants et les polynômes de plusieurs variables, et no-
tamment le fait que l'estimation de la matrice de m�elange
revient �a trouver une d�ecomposition d'un polynôme en
somme de puissances de formes lin�eaires. Les cumulants
consid�er�es sont typiquement d'ordre 4. Un algorithme
d'estimation dans le cas d'un m�elange complexe 2 cap-
teurs - 3 sources a �et�e pr�esent�e dans [4].
Cardoso [5] a pr�esent�e une m�ethode alg�ebrique bas�ee

sur le même type de d�ecomposition des cumulants d'ordre
4. Cette m�ethode s'applique pour un nombre de sources
limit�ee, mais plus grand que le nombre de capteurs. Un
algorithme d'identi�cation est pr�esent�e pour des sources
ayant toutes un kurtosis de même signe; FOOBI (Fourth
Order Only Blind Identi�cation).
Il est �a noter que les algorithmes de Comon et de Car-

doso ne n�ecessitent aucune information a priori sur la dis-
tribution des sources.
L'utilisation des cumulants peut se faire sans exploiter

leur structure alg�ebrique particuli�ere, mais comme outils
d'ajustement du mod�ele. En e�et, comme dans le chapitre
pr�ec�edent, il est possible de r�esoudre un crit�ere des moin-
dres carr�es entre les cumulants empiriques, et les cumu-
lants th�eoriques suppos�es2. Le crit�ere d'ajustement pour
les cumulants d'ordre 4 fait intervenir les colonnes de A
ainsi que les kurtosis �1; : : : ; �n des sources :

C4(A; �1; : : : ; �n) =

2cette technique est connue sous le nom de \cumulant match-

ing", d�eja largement utilis�ee dans l'estimation de mod�eles ARMA

par exemple.

X
i;j;k;l

j ^cum(xi; xj ; xk; xl)�
nX

p=1

�paipajpakpalpj2

et le crit�ere de contrainte du second ordre est:

C2(A) =
X
i;j

jÊ[xixj ]�
nX

p=1

aipajpj2: (3)

Un crit�ere d'ajustement utilisant l'ordre 2 et l'ordre 4
s'obtient par la combinaision lin�eaire :

C(A; �1; : : : ; �n) = C2(A) +
1

12
C4(A; �1; : : : ; �n) (4)

o�u le coe�cient 1=12 est sugg�er�e par un d�eveloppement
de la divergence de Kullback en termes de cumulants.
Contrairement �a l'ajustement des fonctions caract�eris-

tiques, les nombre d'inconnues et de contraintes ind�epen-
dantes sont ici �x�es et valent respectivement

Ninc = (m+ 1)n

Ncont =
m(m+ 1)

2
+
m(m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)

24

Le premier terme de Ncont est le nombre de contraintes au
second ordre, et le deuxi�eme celui au quatri�eme (dimen-
sion de l'espace des tenseurs supersymm�etriques). Une
condition n�ecessaire d'identi�abilit�e par cette m�ethode est
que le nombre d'inconnues n'exc�ede pas le nombre de con-
traintes; en d'autres termes le nombres de sources identi-
�ables par cet ajustement de cumulants est major�e:

n � m

2
+
m(m+ 2)(m+ 3)

24
(5)

Cette m�ethode ne n�ecessite pas non plus de connaissances
a priori sur la distribution des sources, puisque les kur-
tosis correspondants sont estim�es en même temps que la
matrice de m�elange.
Limite d'identi�abilit�e : Pour l'algorithme FOOBI,
il existe une borne du nombre de sources identi�ables;
pour appliquer la m�ethode, il faut n�ecessairement que
n(n�1) � m2(m�1)2=2. La borne (5) repr�esente un ma-
jorant du nombre maximum de sources identi�ables par
l'ajustement de cumulant. Le tableau ci-dessous rassem-
ble ces majorants du nombre de sources pour FOOBI et
pour l'ajustement de cumulant (ligne \CUM").
Il est int�eressant d'avoir une id�ee du nombre de sources

r�eellement identi�able; pour ce faire, nous avons cherch�e,
pour chaque dimension, les solutions (A; �1; : : : ; �n) annu-
lant le crit�ere (4), en rempla�cant les cumulants empiriques
par leur vraies valeurs (exprim�ees en fonction de la vraie
matrice et des kurtosis). Nous avons observ�e, pour cer-
taines valeurs dem et n, plusieurs solutions du crit�ere sen-
siblement di��erentes. Cet �etude a donn�e un majorant plus
pr�ecis du nombre de sources identi�ables par l'ajustement
de cumulants, il est indiqu�e �a la ligne \OBS" du tableau.

m 2 3 4 5 6 7 8
FOOBI 2 4 9 14 21 30 40
CUM 2 5 9 14 21 29 40
OBS 2 4 8 13 20 28 36

Robustesse au bruit : L'algorithme FOOBI n'utilisant
que les cumulants d'ordre 4, il est robuste au bruit gaus-
sien. En revanche le crit�ere (4) doit être modi��e �a l'ordre 2



pour s'adapter �a la pr�esence d'un bruit gaussien (en inclu-
ant la covariance du bruit dans les param�etres �a estimer3).

3.3 Algorithme EM

Une alternative aux m�ethodes (alg�ebriques ou d'ajuste-
ment) pr�ec�edemment cit�ees, est l'estimation par maxi-
mum de vraisemblance. En g�en�eral, la forme int�egrale
de la vraisemblance ne permet pas le calcul de son max-
imum, mais il est possible d'avoir recours �a l'algorithme
EM [6]. Il est alors n�ecessaire d'estimer la distribution
des sources conjointement �a la matrice de m�elange. Une
m�ethode param�etrique pour laquelle la distribution des
sources est mod�elis�ee par un m�elange de gaussiennes a
�et�e pr�esent�e dans [7]. L'algorithme EM est it�eratif, et la
r�eestimation de la matrice de m�elange �a la (k + 1)-i�eme
it�eration s'�ecrit de mani�ere simple dans le cas d'un bruit
gaussien:

A(k+1) = R(k)
xs R

(k)�1
ss (6)

R(k+1)
" = Rxx �R(k)

xs R
(k)�1
ss R(k)T

xs (7)

o�u l'on a d�e�ni les moments conditionnels empiriques suiv-
ants :

R(k)
xs = Ê

�
xE[sT jx; �k]� (8)

R(k)
ss = Ê

�
E[ssT jx; �k ]� (9)

� repr�esentant ici le param�etre global �a estimer; c'est �a dire
la matrice A, la covariance du bruit R" et les param�etres
du m�elange de gaussiennes.
Avec l'algorithme EM, le nombre de sources identi�-

ables n'est pas limit�e, et l'identi�cation est robuste au
bruit additif Gaussien. En revanche, il s'agit d'une m�ethode
lourde, et d�ependant fortement de son initialisation (�a
cause des minimas locaux de la fonctionnelle EM et/ou
de la vraisemblance).

4 Extraction des sources

Comme soulign�e pr�ec�edemment, le probl�eme de s�eparation
de sources n'est pas �equivalent �a celui de l'estimation de la
matrice de m�elange dans le cas sous-determin�e. En e�et,
même si l'on connait la matrice A, il existe un espace a�ne
de solutions �a l'�equation

x = As+ ": (10)

Comon et Grellier [8] proposent une m�ethode d'extraction
de sources dans le cas de sources complexes et discr�etes,
en exploitant leurs distributions particuli�eres.
Il est clair que l'on doit utiliser une information a priori

sur les sources pour r�esoudre le probl�eme de leur extrac-
tion.

4.1 Minimum de l'EQM

Supposons la matrice de m�elange A connue. On peut
d�e�nir parmi les solutions de (10) celle qui minimise l'erreur

3Dans ce cas, le nombre de sources identi�ables est plus faible,

puisqu'il y a plus d'inconnues �a identi�er

quadratique moyenne (EQM). On sait que cette solution
(MEQM) est donn�ee par l'esp�erance conditionnelle :

ŝmeqm =

R
sr(s)e�

1

2
(x�As)TR�1

"
(x�As)dsR

r(s)e�
1

2
(x�As)TR�1" (x�As)ds

(11)

qui n�ecessite donc la connaissance de la densit�e r des
sources et de la covariance du bruit R", ou du moins de
leurs estim�ees. L'algorithme EM pr�ec�edemment cit�e per-
met de r�eestimer conjointement A, R" et les param�etres
du m�elange de gaussiennes mod�elisant la distribution des
sources; et dans ce cas, on peut calculer (de mani�ere ex-
acte) l'esp�erance conditionnelle correspondant �a ces es-
tim�es.

4.2 Maximum a Posteriori

Pour r�esoudre (10) on peut aussi consid�erer la solution
donn�ee par le maximum de la loi a posteriori (MAP),
d�e�ni par:

ŝmap = Argmax
s

p(sjx) (12)

= Argmax
s

�
log r(s)� 1

2
(x�As)TR�1" (x�As)

�

On peut montrer [9] qu'une approximation de la loi a pos-
teriori par une loi gaussienne dans l'expression du MEQM
(11) donne pr�ecisemment le MAP. C'est �a dire que ce
dernier correspond �a une approximation du MQEM.
Dans l'hypoth�ese d'un bruit n�egligeable, le MAP est par-

ticuli�erement facile �a calculer pour certaines lois a priori;
les gaussiennes g�en�eralis�ees. Dans ce cas, on a

log r(s) = c� �jsj�
o�u c et � > 0 sont des constantes, et jsj� =

P jsij� est la
puissance �-i�eme de la norme � de s (� > 0).
Pour de tels a priori, le MAP correspond au minimum

de la norme � sur l'espace a�ne des solutions fx = Asg.
En particulier, pour � = 2, i.e. pour un a priori gaussien,
le MAP est donn�e par la formule de pseudo-inversion de
la matrice A :

ŝ2 = AT (AAT )�1x: (13)

Pour � = 1 (a priori Laplacien ou double exponentiel), le
minimum de la norme 1 sur l'espace des solutions fx =
Asg est atteint en un sommet de cet espace, et on peut
le calculer par des algorithmes de programmation lin�eaire
(voir par exemple [10]). Il s'agit dans ce cas d'un vecteur
solution ayant le maximum de composantes nulles (pr�e-
cisemment n �m si A est de rang m); on parle alors de
repr�esentations \parsimonieuses".
Pour � < 1, le MAP correspond aussi a un sommet

de l'espace des solutions et Kreutz-Delgado et al [11] ont
propos�e un algorithme pour le calcul de cet estimateur.
Quand le bruit n'est plus n�egligeable (et pour n'importe

quelle loi a priori) l'estimateur du MAP peut se calculer
par un algorithme de gradient classique, sauf dans le cas
d'un a priori gaussien o�u il a une expression simple

ŝ2b = R"A
T (AR"A

T )�1x (14)



5 Simulations

Fonction caract�eristique :

Des exp�eriences ont �et�e men�ees en utilisant des m�elanges
de gaussiennes pour la distribution des sources, mais les
r�esultats ne sont pas tr�es concluants d�es que la vraie dis-
tribution des sources (synth�etiques) utilis�ees n'est pas un
m�elange de gaussiennes.
D'autres exp�eriences, utilisant une mod�elisation par une

densit�e de Laplace ont montr�e une meilleure e�cacit�e pour
des sources sym�etriques et fortement kurtiques, pour une
moindre complexit�e.
Malgr�e l'int�erêt de la m�ethode par rapport �a l'identi�-

abilit�e th�eorique de n'importe quelle taille de matrice de
m�elange, les r�esultats obtenus montre qu'elle n'est pas tr�es
robuste �a une mauvaise param�etrisation de la distribution
des sources.
Ajustement de cumulants :

Des exp�eriences ont �et�e men�ees pour comparer les algo-
rithmes FOOBI et celui d'ajustement de cumulants par la
minimisation de (4), les r�esultats ont �et�e compar�es �a ceux
de l'algorithme EM :
Nous avons men�e 100 exp�eriences d'identi�cation de la

matrice

A =
1p
3

0
@ 1 �1 1 1

1 1 �1 1
1 1 1 �1

1
A

en utilisant un �echantillon (de taille 5000) de signaux
synth�etiques, simul�es suivant une loi de Laplace. Cette
s�erie d'exp�eriences a �et�e conduite pour plusieurs rapports
signal �a bruit (RSB) (exprim�es en dB), et pour trois al-
gorithmes; l'ajustement de cumulant par minimisation du
crit�ere des moindres carr�es (4) (colonne \CUM"), l'algo-
rithme FOOBI, ainsi que l'algorithme EM utilisant les
m�elanges de gaussiennes. L'erreur d'estimation est l'erreur
relative (jj:jjF d�esignant la norme de Froebenius) :

err =
jjA� ÂjjF
jjAjjF

o�u Â repr�esente la matrice estim�ee apr�es avoir �x�e les in-
determinations d'�echelle et de permutation. � est l'erreur
moyenne, et � son �ecart type.

RSB CUM FOOBI EM
40 � 0.0561 0.0601 0.0391

� 0.0428 0.0456 0.0297
20 � 0.0559 0.0587 0.0401

� 0.0445 0.0471 0.0307
5 � 0.0743 0.0783 0.0696

� 0.0578 0.0606 0.0525

6 Conclusion

Nous avons vu que l'identi�cation de la matrice de m�elange
dans le cas sous-d�etermin�e �etait possible, soit par des
m�ethodes utilisant les cumulants, soit par l'algorithme
EM. Ce dernier se r�ev�ele beaucoup plus lourd �a mettre
en oeuvre que les m�ethodes alg�ebriques ou d'ajustement,
mais o�re en revanche un meilleur estim�e, et est valable

(th�eoriquement) pour n'importe quelle dimension de la
matrice de m�elange.
Il est possible d'utiliser des cumulants d'ordre sup�erieur

�a 4 pour faire de l'ajustement, ce qui permettrait d'aug-
menter le nombre de sources identi�ables par cette m�etho-
de, au d�epens d'une complexit�e algorithmique croissante.
D'autre part, le probl�eme d'extraction des sources (dans

le cas de sources continues) est plus complexe, et sa r�eso-
lution d�epend fortement du contexte d'utilisation (par ex-
emple, les solutions \parsimonieuses" seront pr�ef�er�ees dans
le cadre du codage d'image). Des exp�eriences sont �a mener,
notamment sur des signaux r�eels, a�n de comparer les
di��erentes solutions propos�ees. Certains r�esultat seront
pr�esent�es �a la conf�erence.
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