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Résumé — Dans cette contribution, le probléeme de séparation de sources dans le cas ol I’on dispose de moins de capteurs que
de sources est étudié. Des résultats d’identifiabilité sont rappellés, puis plusieurs méthodes d’identification du mélange, d’une
part, et d’extraction des sources, d’autre part, sont présentées. Finalement les algorithmes d’identification sont illustrés par des

simulations.

Abstract — In this contribution, the underdetermined blind source separation problem is addressed. We recall some known
identifiability results, and present various methods for the identification of the mixture matrix, and the extraction of the sources.
Finally computer simulations illustrate the identification algorithms.

1 Introduction

Le probleme de séparation de sources ou d’analyse en com-
posantes indépendantes (ACI) a regu une attention crois-
sante au cours des dernieres années, et ’étude du modele
le plus simple (cas d’un mélange instantané carré ou sur-
déterminé, i.e. plus de capteurs que de sources) est ar-
rivée a une certaine maturité. En revanche, le probleme
sous déterminé n’a que peu été étudié. Le but de cet ar-
ticle est de présenter quelques méthodes pour résoudre ce
probleme, dans le cas particulier de sources réelles et &
densité continue. Dans une premiere partie, le probleme
sera posé et des résultats sur l'identifiabilité du modele
seront rappelés, puis la résolution des deux parties du
probleme, ’identification du mélange et la reconstruction
des sources, sera étudiée. Finalement des simulations il-
lustreront les résultats théoriques.

2 Modele et identifiabilité

Le modele considéré est le modele classique de séparation
de sources; on dispose d’une série d’observations réelles :

XtZASt+Et 1StST (1)

ou s; est le vecteur des sources (n x 1), g; (m x 1) est
un bruit additif d’observation, et A (m x n) est la ma-
trice (réelle) de mélange. On suppose les processus (s¢):
et (e¢) i.d (indépendants identiquement distribués) et
indépendants entre eux. En outre, le vecteur source s est
supposé a composantes indépendantes, de densité de prob-
abilité inconnue r(s) = [[, r;(s;), et le bruit d’observation
est supposé gaussien € ~ N (0, R.).

Nous supposerons que le nombre de sources excede
le nombre de capteurs: m < n.

Dans ce cas les méthodes classiques ne s’appliquent pas,
et la matrice de mélange n’étant pas inversible, identifier

cette matrice ne suffit pas pour reconstruire les sources.
L’identification et la reconstruction sont donc deux pro-
blemes distincts dans le cas sous-déterminé.

Taleb et al [1] ont rappellé l'identifiabilité du mélange,
démontrée par Kagan et al [2]. Ce résultat dit, sous réserve
que les sources ne soient pas gaussiennes, que ’on peut
identifier A aux indeterminations classiques preés (multi-
plication & droite par une matrice diagonale et une matrice
de permutation). En revanche, si s et y sont des v.a. a
composantes indépendantes qui vérifient

x = As = Ay

elles ne sont pas nécessairement égales, et le résultat de
Kagan et al permet seulement d’affirmer que leurs secon-

des fonctions caractéristiques different d’un polynéme?.

3 Estimation du mélange

3.1 fonction caractéristique

Le résultat d’identifiabilité précédemment cité est basé sur
I’'utilisation des fonctions caractéristiques. Une idée sim-
ple consiste a les utiliser pour I'estimation de la matrice
de mélange. En effet, la seconde fonction caractéristique
¢x de x s’écrit simplement en fonction de celle de s et des
colonnes de A :

def

dx(un) = logE[ei“Tx]

= Z Ps, (aj 1) + ¢ (u)
k=1

ay, étant la k-iéme colonne de A. On dispose d’une estimée

de (bx; . " ..T
¢x(u) = log(Ee™ )

1Taleb et al ont démontré que dans le cas de sources discretes
s =y + z ou z est déterministe.
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ot E est I'opérateur d’espérance empirique :
. 1
Elfx)] ==Y f(x)-
t

Si ’on connait la distribution des sources et celle du bruit
(et donc ¢s et @.), une estimée de la matrice de mélange
est fournie par la minimisation du critere des moindres
carrés entre la fonction caractéristique empirique et théo-
rique:

N
Co =Y |ox(p; A) = dx (). (2)

p=1

Ici, N représente le nombre de points oit 'on calcule les
fonctions caractéristiques, et donc le nombre de contrain-
tes du probleme a résoudre.

Le probléme est que l'on ne connait pas (en général)
la distribution des sources, et ’on ne dispose donc pas
de la fonction caractéristique théorique; dans ce cas, il est
possible de I’approcher en remplacant les distributions des
sources inconnues par un modele parametrique, et en esti-
mant les parametres correspondants en méme temps que
la matrice. Il faut pour celd que le modele paramétrique
choisi soit capable d’approcher suffisamment la vraie fonc-
tion caractéristique des sources.

3.2 Statistiques d’ordre supérieur

Une alternative a l'utilisation de la fonction caractéris-
tique est celle de statistiques plus simples, qui sont les
cumulants. Comon et al [3] ont présenté le lien entre les
cumulants et les polynomes de plusieurs variables, et no-
tamment le fait que ’estimation de la matrice de mélange
revient a trouver une décomposition d’'un polynéme en
somme de puissances de formes linéaires. Les cumulants
considérés sont typiquement d’ordre 4. Un algorithme
d’estimation dans le cas d’un mélange complexe 2 cap-
teurs - 3 sources a été présenté dans [4].

Cardoso [5] a présenté une méthode algébrique basée
sur le méme type de décomposition des cumulants d’ordre
4. Cette méthode s’applique pour un nombre de sources
limitée, mais plus grand que le nombre de capteurs. Un
algorithme d’identification est présenté pour des sources
ayant toutes un kurtosis de méme signe; FOOBI (Fourth
Order Only Blind Identification).

1l est & noter que les algorithmes de Comon et de Car-
doso ne nécessitent aucune information a priori sur la dis-
tribution des sources.

L’utilisation des cumulants peut se faire sans exploiter
leur structure algébrique particuliere, mais comme outils
d’ajustement du modele. En effet, comme dans le chapitre
précédent, il est possible de résoudre un critére des moin-
dres carrés entre les cumulants empiriques, et les cumu-
lants théoriques supposés®. Le critere d’ajustement pour
les cumulants d’ordre 4 fait intervenir les colonnes de A
ainsi que les kurtosis 1, ..., &k, des sources :

C4(A,I€1,...

a”n) =

2cette technique est connue sous le nom de “cumulant match-
ing”, déja largement utilisée dans ’estimation de modeles ARMA
par exemple.

n

" 2
E leim(zi, x5, T), 71) — E :“paipajpakpalp
i,j,k,l p=1

et le critere de contrainte du second ordre est:
n
Co(A) = > |Blzizs] = > aipajy|*. (3)
%,J p=1

Un critere d’ajustement utilisant l'ordre 2 et l'ordre 4
s’obtient par la combinaision linéaire :

1
O(Aanla"'ah:n):OQ(A)+EO4(AaH1a"'aH'n) (4)

ou le coefficient 1/12 est suggéré par un développement
de la divergence de Kullback en termes de cumulants.

Contrairement & l’ajustement des fonctions caractéris-
tiques, les nombre d’inconnues et de contraintes indépen-
dantes sont ici fixés et valent respectivement

Nine = (m+1)n
m(m+1)  m(m+1)(m +2)(m + 3)
+
2 24
Le premier terme de N,,,; est le nombre de contraintes au
second ordre, et le deuxiéme celui au quatrieme (dimen-
sion de l’espace des tenseurs supersymmétriques). Une
condition nécessaire d’identifiabilité par cette méthode est
que le nombre d’inconnues n’excede pas le nombre de con-
traintes; en d’autres termes le nombres de sources identi-
fiables par cet ajustement de cumulants est majoré:
m  m(m +2)(m + 3)

n < 5 + 54 (5)
Cette méthode ne nécessite pas non plus de connaissances
a priori sur la distribution des sources, puisque les kur-
tosis correspondants sont estimés en méme temps que la
matrice de mélange.
Limite d’identifiabilité : Pour l’algorithme FOOBI,
il existe une borne du nombre de sources identifiables;
pour appliquer la méthode, il faut nécessairement que
n(n—1) < m?(m—1)2?/2. La borne (5) représente un ma-
jorant du nombre maximum de sources identifiables par
I’ajustement de cumulant. Le tableau ci-dessous rassem-
ble ces majorants du nombre de sources pour FOOBI et
pour I'ajustement de cumulant (ligne “CUM”).

11 est intéressant d’avoir une idée du nombre de sources
réellement identifiable; pour ce faire, nous avons cherché,
pour chaque dimension, les solutions (4, 1, ..., k) annu-
lant le critere (4), en remplagant les cumulants empiriques
par leur vraies valeurs (exprimées en fonction de la vraie
matrice et des kurtosis). Nous avons observé, pour cer-
taines valeurs de m et n, plusieurs solutions du critére sen-
siblement différentes. Cet étude a donné un majorant plus
précis du nombre de sources identifiables par ’ajustement
de cumulants, il est indiqué a la ligne “OBS” du tableau.

Ncont

m 2 3 4 5 6 7 8
FOOBI |2 4 9 14 21 30 40
CUM 2 5 9 14 21 29 40
OBS 2 4 8 13 20 28 36

Robustesse au bruit : L’algorithme FOOBI n’utilisant
que les cumulants d’ordre 4, il est robuste au bruit gaus-
sien. En revanche le critere (4) doit étre modifié & 'ordre 2
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pour s’adapter & la présence d’un bruit gaussien (en inclu-
ant la covariance du bruit dans les parametres & estimer?).

3.3 Algorithme EM

Une alternative aux méthodes (algébriques ou d’ajuste-
ment) précédemment citées, est 'estimation par maxi-
mum de vraisemblance. En général, la forme intégrale
de la vraisemblance ne permet pas le calcul de son max-
imum, mais il est possible d’avoir recours a l’algorithme
EM [6]. Il est alors nécessaire d’estimer la distribution
des sources conjointement a la matrice de mélange. Une
méthode paramétrique pour laquelle la distribution des
sources est modélisée par un mélange de gaussiennes a
été présenté dans [7]. L’algorithme EM est itératif, et la
réestimation de la matrice de mélange a la (k + 1)-ieme
itération s’écrit de maniere simple dans le cas d’un bruit
gaussien:

ARED = R R ©)
RED = R - REORGSRYT (@)

ol ’on a défini les moments conditionnels empiriques suiv-
ants : R
R = E [xE[s"|x, 6] (8)
R = E [B[ssT|x,6"]] (9)

f représentant, ici le parametre global & estimer; c’est a dire
la matrice A, la covariance du bruit R. et les parametres
du mélange de gaussiennes.

Avec lalgorithme EM, le nombre de sources identifi-
ables n’est pas limité, et l'identification est robuste au
bruit additif Gaussien. En revanche, il s’agit d’une méthode
lourde, et dépendant fortement de son initialisation (&
cause des minimas locaux de la fonctionnelle EM et/ou
de la vraisemblance).

4 Extraction des sources

Comme souligné précédemment, le probleme de séparation
de sources n’est, pas équivalent a celui de I’estimation de la
matrice de mélange dans le cas sous-determiné. En effet,
méme si I’on connait la matrice A, il existe un espace affine
de solutions a ’équation

x=As+e. (10)

Comon et Grellier [8] proposent une méthode d’extraction
de sources dans le cas de sources complexes et discretes,
en exploitant leurs distributions particulieres.

1l est clair que ’on doit utiliser une information a priori
sur les sources pour résoudre le probleme de leur extrac-
tion.

4.1 Minimum de P'EQM

Supposons la matrice de mélange A connue. On peut
définir parmi les solutions de (10) celle qui minimise l’erreur

3Dans ce cas, le nombre de sources identifiables est plus faible,
puisqu’il y a plus d’inconnues & identifier

quadratique moyenne (EQM). On sait que cette solution
(MEQM) est donnée par I’espérance conditionnelle :

. B fSr(s)efé(fos)TRs_l(fos)ds

e [ r(s)e=3(x—A8) TR (x—A48) g

(11)

qui nécessite donc la connaissance de la densité r des
sources et de la covariance du bruit R., ou du moins de
leurs estimées. L’algorithme EM précédemment cité per-
met de réestimer conjointement A, R. et les parametres
du mélange de gaussiennes modélisant la distribution des
sources; et dans ce cas, on peut calculer (de maniere ex-
acte) espérance conditionnelle correspondant & ces es-
timés.

4.2 Maximum a Posteriori

Pour résoudre (10) on peut aussi considérer la solution
donnée par le maximum de la loi a posteriori (MAP),
défini par:

(12)

Smap =

Arg max p(s|x)
1 T p—1
= Argmaxq logr(s) — §(X — As)" RZ " (x — As)

On peut montrer [9] qu’une approximation de la loi a pos-
teriori par une loi gaussienne dans ’expression du MEQM
(11) donne précisemment le MAP. C’est & dire que ce
dernier correspond & une approximation du MQEM.

Dans ’hypothese d’un bruit négligeable, le MAP est par-
ticulierement facile & calculer pour certaines lois a priori;
les gaussiennes généralisées. Dans ce cas, on a

logr(s) = ¢ — Als|a

oll ¢ et A > 0 sont des constantes, et |s|o =Y |5;|* est la
puissance a-iéme de la norme « de s (a > 0).

Pour de tels a priori, le MAP correspond au minimum
de la norme a sur l'espace affine des solutions {x = As}.
En particulier, pour a = 2, i.e. pour un a priori gaussien,
le MAP est donné par la formule de pseudo-inversion de
la matrice A :

§o = AT(AAT)'x. (13)
Pour a =1 (a priori Laplacien ou double exponentiel), le
minimum de la norme 1 sur l'espace des solutions {x =
As} est atteint en un sommet de cet espace, et on peut
le calculer par des algorithmes de programmation linéaire
(voir par exemple [10]). Il s’agit dans ce cas d’un vecteur
solution ayant le maximum de composantes nulles (pré-
cisemment n —m si A est de rang m); on parle alors de
représentations “parsimonieuses”.

Pour @ < 1, le MAP correspond aussi a un sommet
de Pespace des solutions et Kreutz-Delgado et al [11] ont
proposé un algorithme pour le calcul de cet estimateur.

Quand le bruit n’est plus négligeable (et pour n’importe
quelle loi a priori) lestimateur du MAP peut se calculer
par un algorithme de gradient classique, sauf dans le cas
d’un a priori gaussien ou il a une expression simple

$op = R.AT (AR AT)'x (14)

751



Dix-septieme colloque GRETSI, Vannes, 13-17 septembre 1999

5 Simulations

Fonction caractéristique :

Des expériences ont été menées en utilisant des mélanges
de gaussiennes pour la distribution des sources, mais les
résultats ne sont pas tres concluants des que la vraie dis-
tribution des sources (synthétiques) utilisées n’est pas un
mélange de gaussiennes.

D’autres expériences, utilisant une modélisation par une
densité de Laplace ont montré une meilleure efficacité pour
des sources symétriques et fortement kurtiques, pour une
moindre complexité.

Malgré I'intérét de la méthode par rapport a ’identifi-
abilité théorique de n’importe quelle taille de matrice de
mélange, les résultats obtenus montre qu’elle n’est pas tres
robuste & une mauvaise parametrisation de la distribution
des sources.

Ajustement de cumulants :

Des expériences ont été menées pour comparer les algo-
rithmes FOOBI et celui d’ajustement de cumulants par la
minimisation de (4), les résultats ont été comparés & ceux
de l'algorithme EM :

Nous avons mené 100 expériences d’identification de la

matrice
1 -1 1 1

A=—1]1 1 -1 1
\/3111—1

en utilisant un échantillon (de taille 5000) de signaux
synthétiques, simulés suivant une loi de Laplace. Cette
série d’expériences a été conduite pour plusieurs rapports
signal & bruit (RSB) (exprimés en dB), et pour trois al-
gorithmes; ’ajustement de cumulant par minimisation du
critere des moindres carrés (4) (colonne “CUM?”), Ialgo-
rithme FOOBI, ainsi que ’algorithme EM utilisant les
mélanges de gaussiennes. L’erreur d’estimation est I’erreur
relative (||.||F désignant la norme de Froebenius) :

ou A représente la matrice estimée apres avoir fixé les in-
determinations d’échelle et de permutation. p est ’erreur
moyenne, et o son écart type.

RSB CUM | FOOBI | EM
40 @ | 0.0561 | 0.0601 | 0.0391
o | 0.0428 | 0.0456 | 0.0297
20 w1 | 0.0559 | 0.0587 | 0.0401
o | 0.0445 | 0.0471 | 0.0307
) w| 0.0743 | 0.0783 | 0.0696
o | 0.0578 | 0.0606 | 0.0525

6 Conclusion

Nous avons vu que I’identification de la matrice de mélange
dans le cas sous-déterminé était possible, soit par des
méthodes utilisant les cumulants, soit par l’algorithme
EM. Ce dernier se révele beaucoup plus lourd & mettre
en oeuvre que les méthodes algébriques ou d’ajustement,
mais offre en revanche un meilleur estimé, et est valable

(théoriquement) pour n’importe quelle dimension de la
matrice de mélange.

Il est possible d’utiliser des cumulants d’ordre supérieur
a 4 pour faire de I’ajustement, ce qui permettrait d’aug-
menter le nombre de sources identifiables par cette métho-
de, au dépens d’une complexité algorithmique croissante.

D’autre part, le probleme d’extraction des sources (dans
le cas de sources continues) est plus complexe, et sa réso-
lution dépend fortement du contexte d’utilisation (par ex-
emple, les solutions “parsimonieuses” seront préférées dans
le cadre du codage d’image). Des expériences sont & mener,
notamment sur des signaux réels, afin de comparer les
différentes solutions proposées. Certains résultat seront
présentés a la conférence.
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