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Résumé — Le probléme d’estimation et de poursuite de sous-espaces joue un role trés important dans une variété d’applications
modernes de traitement du signal. Cet article élabore une version orthogonale de 'algorithme PAST (Projection Approximation
Subspace Tracking) pour P’évaluation et la poursuite rapide du sous-espace principal ou/et des composantes principales d’une
séquence de vecteurs aléatoires. L’algorithme PAST orthogonal (OPAST) converge au moins aussi rapidement que le PAST. De
plus, l'algorithme OPAST garantit l'orthogonalité de la matrice de poids & chaque itération. Nous proposons une implémentation
rapide de 'algorithme OPAST en O(np) opérations par itération ot m est la taille du vecteur d’observation et p est la dimension
du sous-espace principal.

Abstract — Subspace estimation and tracking play an important role in a variety of modern signal processing applications.
This paper elaborates on an orthogonal version of the PAST (projection approximation and subspace tracking) algorithm for fast
estimation and tracking of principal subspace or/and principal components of a vector sequence. The orthogonal PAST (OPAST)
algorithm has a faster convergence rate than the PAST algorithm. Moreover, the OPAST algorithm guarantees the orthogonality
of the weight matrix at each itération. Like the PAST algorithm, the OPAST algorithm can be implemented with only O(np)

flops where n is the dimension of the vector sequence and p is the dimension of the principal subspace.

1 Introduction

Les techniques sous-espaces jouent un role fondamental en
estimation statistique et en traitement d’antennes. En ef-
fet, ces techniques sont largement utilisées dans des appli-
cations telle que la compression de données, I’identification
de systeme, le filtrage, 'estimation de parametres, et la
reconnaissance des formes. Dans les quelques années
passées, nombreux algorithmes ont été proposés pour
I’estimation et la poursuite du sous-espace principal, e.g.,
[1]-[9]. En particulier, la méthode Oja [2] a regu une
considération spéciale et a été utilisée dans certaines ap-
plications réelles [3]. Il a été établi dans [4] que la méthode
Oja peut étre vue comme une technique de gradient ap-
proximée pour la minimisation d’une certaine fonction
d’erreur quadratique moyenne (EQM). Suite & cette
méthode de gradient approximée, d’autres méthodes plus
rapide d’estimation et de poursuite du sous-espace prin-
cipal ont été développées. Parmis les méthodes les plus
robustes et les plus efficaces, nous trouvons la méthode
PAST (Projection Approximation Subspace Tracking) pro-
posée dans [4]. La méthode PAST utilise la méme fonction
d’erreur quadratique moyenne que la méthode Oja plus
une approximation simplificatrice dite ‘approximation de
projection’. La vitesse de convergence de la méthode PAST
est en générale largement supérieure a celle de la méthode
Oja. Aussi, dans presque toutes les situations la méthode

PAST converge vers une matrice orthogonale dont les ve-
cteurs colonnes génerent le sous-espace principal. Cepen-
dant dans certains cas particuliers, peut avoir un compor-
tement oscillatoire et ne pas converger (voir [9] pour plus
de détails). Pour résoudre ce probléme (i.e., assurer la con-
vergence globale de la méthode) et, plus important, pour
garantir l'orthogonalité de la matrice de poids a chaque
itération, nous présentons ici une nouvelle méthode PAST
orthogonale (algorithme OPAST). L’algorithme OPAST
s’implémente avec une complexité linéaire, i.e., 4np+0O(p*)
flops au lieu de 3np+ O(p?) flops pour I’algorithme PAST.
Aussi, ’algorithme OPAST converge aussi rapidement (par-
fois méme plus rapidement comme observé sur la Figure
2) que algorithme PAST original.

2 L’algorithme OPAST

2.1 Rappel sur le PAST

Soit {r(k)} une séquence de vecteurs aléatoires n x 1 de
matrice de covariance C = E(r(k)r(k)). Considérons le
probleme d’estimation du sous-espace principal engendré
par {r(k)}, de dimension p < n, supposé coincider avec le
sous-espace engendré par les p vecteurs propres principaux
de la matrice de covariance C.

Considérons la fonction scalaire ’EQM (Erreur Qua-
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dratique Moyenne)
J(W) = E(lr - WWTr[?)
Tr(C - 2WH7CW) + WICWWHW)(1)

avec W € €"*?. 1l est montré dans [4, 5] que

e W est un point stationnaire de J(W) si et seule-
ment si W = U,;Q, ou U, est une matrice n X p
contenant p vecteurs propres distincts de C et Q est
une matrice p X p unitaire.

e Tous les points stationnaires de J(W) sont des points
selles & moins que U, contienne les p vecteurs propres
dominants de C. Auquel cas, J(W) atteint son mi-
nimum global.

La minimisation itérative de (1) méne a la forme suivante
de l'algorithme PAST [7]

W(i) = CW(i — 1)(WH(i —1)CW(i — 1))~!

oit CW(i — 1) est un terme de puissance et (WH (i —
1)CW (i —1))~! un terme de normalisation. Dans des ap-
plications de poursuite, on peut simplement remplacer la
matrice de covariance C par sa version récursive :

r(i)rf (i)

ou C(i—1) est la matrice de covariance estimée & I'itération
i — 1, et v est un facteur d’oubli choisi entre (0, 1].

Dans [4], une implémentation rapide de ’algorithme
PAST est proposée basée sur 'approximation dite ‘ap-
proximation de projection’, c.-a-d., C(:))W (i) ~ C(i)W (i—
1) qui est valide lorsque la matrice de poids W (%) change
lentement avec i. Avec cette approximation, le produit
C(i))W (i — 1) et I'inversion (WH (i — 1)C(i)W(i — 1))~}
peuvent étre calculés en O(np) opérations (voir [4] pour
plus de détails). Plus précisément, en définissant

C(i) = aC(i — 1) +

Z(i) = (WH (i - )C(H)W(i — 1)), 2)

l’algorithme PAST est donné par les équations de mise a
jour suivantes:

W) = W(i-1)+p()a()
al) = ~Z(i-1y()

yi) = WHi- 1)

! L+ y7()q(i)

p() = ~(0)(x() ~ W(i ~1)y())
2() = ~2-1) -6’ ()

2.2 Algorithme OPAST

L’algorithme OPAST est une modification de I’algorithme
PAST ou la matrice de poids W (7) est forcée & étre or-
thonormale & chaque itération. Avec des notations infor-
melles, on écrit

W (i) := W(i)(WH (i) W(i) /2 (3)

ott (WH (i)W (i))~'/? désigne l'inverse d’une racine carré
de (WH (i)W (i)). Pour calculer cette derniere, nous uti-
lisons ’équation de mise a jour de W (7). Grace au fait
que W (i — 1) est maintenant une matrice orthogonale, on
obtient

WHOW() = I+|[p(@)*a@)a” (i)
= I+4+xx", 4)
ot nous avons utilisé le fait que WH(@ — Dp(i) =0, 1

étant la matrice identité, et x ||p( )|a(?). Ainsi

(WHGHWE)™/2 = (I+xxT)"1/2
xxH)"1/2 — 1 1 B i

(I +xx™) I-|-||X||2< T 1)
= I+7(@ai)a” (i), 5)

N .\ def 1 1
A CC Y e o
(5) dans (3) et en utilisant I’équation de mise & jour de

W (i), on obtient finalement

—1). En substituant

W) = (W(i—1)+p(i)a” (i) x
(I+7(i)ali)a™ (7))
= W(i—1)+7()W(i - a(i)a" (i)
+ (L4 7(@)lal )II )p(i)a” (i)
= W(i-1)+p H)a" (i) (6)
ou p'(i) = T(HOW(i — Da@i) + (1 + 7(i)llal@)I*)p(i).

L’algorithme OPAST se résume donc comme suit:

W(i) = W(i-1)+p ()" )

ali) = 7~ 1)y()

yi@) = Wi - ()

7 1+ ya(i)a(i)

() = ~()(rl) - W(i - Dy(0))

1 1

(2 = -1

D= for' AT moraar
p) = TOW—Dal)+ 1+ la@)P)p6)
2() = 2 1) -ya@)a’ ()

3 Discussion

Nous discutons ici les performances de ’algorithme OPAST
et établissons le lien entre ’OPAST et la méthode de puis-
sance naturelle (Natural Power NP) développée dans [8, 9].

3.1 Evaluation de Performance

Ci-dessous une breve comparaison des performance du
PAST et de POPAST. L’évaluation de performance porte
sur 'erreur d’estimation, la (vitesse de) convergence, et la
complexité numérique des 2 algorithmes considérés.
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e FErreur d’estimation: En fait, nous avons 2 types
d’erreur d’estimation. Il y a d’abord l’erreur sur
I’estimation du sous espace qui est sensiblement la
méme pour les 2 algorithmes (voir les résultats de si-
mulation). Il y a ensuite 'erreur sur ’orthogonalité
de la matrice de poids. Cette erreur est nulle pour
POPAST qui garantie 'orthogonalité de la matrice
de poids & chaque itération, alors que pour le PAST
nous avons seulement une convergence asymptotique
de la matrice de poids vers une matrice orthogonale.

e Convergence: L’algorithme OPAST peut étre vu
comme un algorithme de puissance naturelle (voir
3.2). La convergence de la méthode OPAST découle
donc naturellement de celle de la méthode NP établie
dans [9]. Pour la méthode PAST la convergence de
Palgorithme (bloc) n’est pas toujours garantie dans
le sens ou l’algorithme peut osciller indéfiniment
entre deux valeurs de la matrice de poids (voir [9]).
La vitesse de convergence asymptotique du PAST
ainsi que celle de 'OPAST dépendent exponentielle-
ment du rapport de la pieme et la (p+1)ieéme valeur
propre de C (voir [9]). Toutefois, pour les premieres
itérations de l’algorithme nous avons observé (voir
Figure 2) que ’OPAST peut converger plus rapide-
ment que le PAST selon le choix du point initial de
I’algorithme.

o Complexité: La complexité de calcul de I'algorithme
OPAST est de 4np + O(p?) flops par itération. Elle
est donc légerement supérieure a celle de ’algorithme
PAST de 3np + O(p?) flops par itération.

3.2 Lien entre ’OPAST et la méthode NP

Dans [8, 9], une méthode de puissance naturelle (NP) pour
Iestimation et la poursuite de sous espaces a été intro-
duite. La méthode NP est une méthode itérative ou la
mise a jour de la matrice de poids est donnée par

W(i) = CW(i — 1)(W(i — )IC*W(@i —1))"'/2  (7)

ol la normalisation par (W (i — 1)7C?*W (i — 1))~ /2 ga-
rantie 'orthogonalité de W (7). dans les applications de
poursuite, C est remplacée par sa version récursive C(i)
a litération i.

On montre ici que lalgorithme OPAST peut étre vu
comme une implémentation particuliere de la méthode
NP. En effet, ’équation de mise & jour de 'TOPAST s’écrit

W(i) =
W) :=

C(HYW(i — 1)Z()
W (i) (W (i)W (i) ~1/2. (8)

ot Z(i) est définie par (2). En substituant (8) dans (8),
on obtient

W(i) = CHW(—1)Z(i) x

[(Z(G)(W(i — 1) C2W (i — 1)Z()] "/

or nous avons'
(ABA)—1/2 — A—lB—1/2

En appliquant cette relation avec A = Z(i) et B = W (i —
HC?2W (i — 1), nous obtenons l’équation (7) de la
méthode NP.

Il est important ici de souligner les avantages de
Palgorithme OPAST par rapport & ’algorithme NP3 pro-
posé dans [8]. L’OPAST est plus rapide que NP3 (4np +
O(p?) flops pour 'OPAST au lieu de 8np + O(p?) flops
pour NP3). L’OPAST est toujours stable (du moins sur
Pensemble des simulations réalisées) alors que NP3 peut
étre instable (cette instabilité a été observée dans cer-
tains contextes notament celui de ’exemple 2 de simu-
lation). Enfin, 'expression de W (i) donnée par 'OPAST
est plus compacte (i.e., somme de 2 termes seulement)
que celle donnée par NP3. Cette propriété est importante
lorsque l’algorithme considéré est cascadé avec d’autres
algorithmes adaptatives, e.g., [10, 11].

4 Simulations

Nous présentons dans cette section deux exemples de si-
mulation pour illustrer les performances de ’OPAST.

Ezemple 1:  On considére ici p = 4 signaux sources
indépendants et & bande étroite recus sur une antenne
linéaire uniforme a n = 10 capteurs. La distance entre
deux capteurs voisins est égale a la moitié de la longueur
d’onde. Le rapport signal sur bruit (SNR) des signaux
sources est de 20dB, 20dB, 10dB, et 5dB, respectivement.
Le facteur d’oubli est fixé & a = 0.99 et a l'initialisation
W(0) est une matrice n x p orthogonale choisie
aléatoirement. Nous avons réalisé 100 tirages de Monte-
Carlo et a chaque tirage, les directions d’arrivé des sources
(DOA) sont choisies aléatoirement suivant une loi de dis-
tribution uniforme sur [0 7]. Sur la figure 1, on compare
Perreur d’estimation du sous espace pour les algorithmes
PAST et OPAST. L’erreur d’estimation du sous espace est
définie par

IHI = W (i)(W ()W ()" W (i) "YU U] /p

ou U, dénote une matrice orthogonale n x p générant le
sous espace principal de C. Sur cette exemple, 'OPAST
et le PAST ont (en moyenne) la méme erreur d’estimation
du sous espace.

Ezemple 2: Nous considérons ici un systéeme CDMA (code
division multiple access). Le récepteur est constitué par
une antenne uniforme & 3 éléments. Nous considérons un
ensemble de p = 4 utilisateurs utilisant des séquences
d’étalement GOLD de longueur N = 7 [10]. Ainsi, la
dimension du vecteur d’observation est n = 3N = 21.
Les SNRs et les DOAs des utilisateurs sont (8dB,0°),
(16dB, 40°), (16dB, 50°), et (16dB, —30°), respectivement.
Dans ce contexte, I’estimation sous espace est utilisée pour

10n a (A"1B 1/2)H(ABA)(A"!B~1/2) = I ou A et B sont
deux matrice Hermitiennes inversible données.
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la détection multi-utilisateurs en aveugle (voir [10, 12]
pour plus de détails). Comme dans I'exemple précédent,
le facteur d’oubli est & = 0.99 et W(0) est une ma-
trice orthogonale aléatoire. La figure 2 montre les erreurs
d’estimation du sous espace en fonction du nombre
d’itérations pour les algorithmes PAST et OPAST. Comme
on peut le voir, dans cette situation I'algorithme OPAST
converge plus rapidement (du moins pour sur les premieres
itérations) que l’algorithme PAST.

5 Conclusion

Nous avons élaboré une version orthogonale rapide de
Palgorithme PAST. L’algorithme proposé (OPAST) ga-
rantie 'orthogonalité exacte de la matrice de poids a
chaque itération. L’algorithme OPAST est stable et con-
verge globalement (avec une vitesse de convergence expo-
nentielle) vers la solution exacte. Nous avons établie le lien
entre 'algorithme OPAST et la méthode de puissance na-
turelle (NP). Cependant, il est montré que l’algorithme
OPAST est meilleur que la version rapide (algorithme
NP3) de la méthode de puissance naturelle.
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