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Résumé — Dans cet article, nous présentons une analyse de I'influence de la corrélation de I’entrée et du systéme, sur la
capacité de poursuite de I’algorithme du gradient stochastique. Cet algorithme est utilisé en identification d’un systéme
non stationnaire dont les variations sont modélisées par un markovien d’ordre 1. Cette analyse est possible grace a
une approche analytique permettant la mesure de la capacité de poursuite pour une large gamme du pas d'adaptation.
Nous montrons grace & cette analyse la divesité des situations possibles de I’influence de la corrélation de I'entrée et du

systeme.

Abstract — This paper presents an analysis of the input and the system correlation influence on the tracking capa-
bilities of the LMS algorithm. This algorithm is used in order to identify system variations modeled by a first order
markovian model. This analysis is made possible through an analytic approach developped in this paper, for a wide
range of step size. We show in particular the diversity of situations related to the input and the system correlation.

1 Introduction

La maitrise des performances des algorithmes d’adap-
tation en contexte d’identification d’un systéme non
stationnaire est un probleme difficile abordé ici dans
un contexte spécifique. On s’intéresse ainsi plus par-
ticulierement aux variations aléatoires de type marko-
viennes de la réponse impulsionnelle du systéme. De
telles variations approchent la réalité physique de
divers canaux de transmission. Les travaux menés
dans ce sens ont permis de conclure sur la capacité
de poursuite dans le cas d’une entrée blanche ([1][2]
par exemple). Dans le cas d’une entrée corrélée qui
représente la réalité de nombreux contextes de trans-
mission, les études se placent dans le cas des faibles
pas d’adaptation ou des faibles non stationnarités
([3]). Récemment, une formulation compacte util-
isant le caractére alphabet fini de 'entrée a été pro-
posée pour les entrées corrélées et pour tous les pas
d’adaptation ([4]).

Cet article présente une autre approche, qui con-
trairement aux approches classiques permettra une
analyse analytique de la capacité de poursuite pour
une large gamme du pas d’adaptation, incluant le
pas d’adaptation optimal. Grace & cette analyse,
une interprétation immédiate de l'influence des car-

actéristiques de I’entrée et du systéme sur la capacité
de poursuite de l’algorithme du Gradient Stochas-
tique est possible. Cette analyse permettra de dégager
la diversité des situations possibles; les résultats obtenus
généralisent ainsi ceux obtenus dans le cas de varia-
tions de type promenade aléatoire ([5]).

2 Mesure Analytique de la Capacité
de Poursuite du GS

2.1 Contexte de 1’ étude

Les variations de la réponse impulsionnelle F(k) du
systéme sont modélisées par un markovien d’ordre 1
(0<<n<1):

Flk+1)=(1-n)Fk)+Qk+1) (1)

ol chaque composante w;(k), i-= 0..N — 1 de Q(k)
est une séquence indépendante de l'entrée z(k) et
du bruit additif de sortie b(k) de puissance P,. Le
systéme inconnu F(k) est identifié en utilisant 1'algo-
rithme du gradient stochastique (GS) :

H(k+ 1) = H(k)+ pe(k)X (k) (2)

ot e(k) = y(k)—H (k)T X (k) est l'erreur d‘estiTmation,
X(k) = [e(k),z(k—1),...,z(k— N +1)]" est le
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vecteur d’observation de P'entrée et u > 0 est le pas
d’adaptation.

Les critéres de mesure de performances sont I’Erreur
Quadratique Moyenne Normalisée :

E{e(k)*} - Py

EQMR = P, (3)
et la Déviation Quadratique Moyenne :
DQM = E{V(K)TV(k)} (4)

ou V(k) = H(k) - F(k) est le vecteur déviation.

2.2 Approche analytique proposée

La mesure des performances est possible en utilisant
le vecteur déviation. Ce dernier obéit la relation de
récurrence suivante :
Vk+1) = [I = nX(6)X ())T] V() + (k)X (k)
+T (k) avec T(k) = nF(k) - Q(k+ 1)
(5)
En utilisant I'hypothése classique d’indépendance en-
tre {X(k)} et {V(k)}, on montre que ’équation
régissant la capacité de poursuite s’écrit :
ﬂPz [RrRV + RVRI]
—u2E {X(k)X(k)TRVX(k)X(k)T}
= u? Py PRy + E{T(k+ 1)T(k + 1)}
+{In = uPR)E{V(K)T(k + 1)T
+[In = pPR)E{T(k + 1)V(k)T

(6)

ol Iy est la matrice identité de taille N x N,
R, =F {X(k)X(k)T} / Py est la matrice de corrélation
normalisée de l'entrée, P, est sa puissance. Rg =
E {Q(k)Q(k)T} / P, est la matrice de corrélation nor-
malisée des composantes non stationnaires du systéme,
Ry =FE {V(k)V(k)T} est la matrice inconnue de co-
variance du vecteur déviation.

La simplification des derniers termes de ’équation
(6) se fait par récurrence. On obtient ainsi :

E{T(k+1)T(k+ 17} = ?.2’%%‘1

E{v(T(k+ )T} = E{T(k+ DV(k)T} =
-nP,R -
_Jg__ﬂ [nln + (1 = n)PR;] ™"
-7
- (7)
L’équation (6) s’écrit alors :
uP. [RIRV + Rer] -
ZESLX(RYX(K)YTRy X (k)X (k)T
HEW X v
2uP,
—_ 42 w
=H P, PR + 2—7]
(8)

PR [nIn + p(1 ~ n)P:R.]"" Ro

L’expression analytique de Ry est difficile & déterminer
dans le cas général. Cependant, pour les faibles pas
d’adaptation, le terme pi? {X(k)X(k)TRVX(k)X(k)T}
peut étre négligé, ce qui permet d’exprimer analy-
tiquement PEQM R et la DQM pour n’importe quel
ordre du systéme

EQMR =

[+25
YTy

— nTT(RxMARQ)] (9)

1
2
et

P,

boM = 2P,

26
[u + Cp 7]Tr(MARQ)]

(10)

ol § = NP.P,/Py,v=uNP, et
My =[nNIn+(1-nvR] ™.

Afin de mesurer la capacité de poursuite pour une
plus large gamme de pas d’adaptation, on se pro-
pose de disséquer 1’équation matricielle (8) en un en-
semble d’équations linéaires. Chaque équation com-
prend les termes inconnus v;; relatifs & la matrice
Ry, les termes relatifs aux statistiques de l’entrée
(statistiques d’ordre 2 P, pﬁ—jl’ statistiques d'ordre
4 de 'entrée s; ;m n), les caractéristiques du systéme
(n, Py, P,), coefficients d’intercorrélation des com-
posantes de Q(k) py; et pas d’adaptation de l'algo-
rithme p. Ce systéme d’équations peut étre résolu
en ytilisant un logiciel de calcul symbolique (Mapple
par exemple).

2.3 Illustration de ’approche proposée

Cette approche est illustrée dans le cas d’un systeme

a 2 composantes corrélées (N = 2) et pour une
entrée gaussienne. On note p = E {z(k)z(k - 1)} /P
la corrélation d’ordre 2 de ’entrée et

pw = E {wo(k)w1(k)} /P, la corrélation dans le systeme.

agvt + azt® +av? + av + ag

EQMR = 1)
¢ 02— R B (
et
byvt + b3v® + byv? + by + bo )
DOM = (12)
¢ 22 - R EW)
ou

F(v)=—-(1-p"w?+3v -2 (13)

correspond au dénominateur de ’FQ M R dans le cas
de la marche aléatoire (7 = 0),

Fp(v) = (1= n)*(1 = p*)v* + 4n(1 = n)v + 4n* (14)
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correspond au déterminant de la matrice M;!,

as = (2-n)(1-n?*1-p?)?

az =2(1-n)(2~-9)(3n-1)(1~-p?

a2 = 4n(2-n)(3n -2 - np®)+ (15)
46(1 ~ n)(1 = p*)(1 - ppu)

= —8n%(2 — n) — 85(1 — p2)(1 — 29)

aQy = —161}6

Q
-
!

et

by =(2-n)(1-n)*1-p?)

Vannes, 13-17 septembre 1999

de I'entrée, 'adaptation est plus néfaste que
I'absence de I'adaptation (Vo = 0).

- Dans le cas de la DQM, la figure (2) montre
que dans le cas de la promenade, la corrélation
de I'entrée dégrade la DQ M,;, pour les faibles
corrélations dans le systéme. Par contre, pour
les plus fortes corrélations, il existe une corréla-
tion optimale de I’entrée pour laquelle la ca-
pacité de poursuite est optimale. Les autres
situations évoquées dans le cas de 'EQM R,
restent valables pour les variations markoviennes.

3.2 Effet de la corrélation dans le systéme

bs =2(1-n)(2-n)(3n—1+4(1-n)p?)

by = —4n(2 — n)(2 - 3n) + 48(1 — n)(1 + 2p% - 3pp,,)
bi = ~87%(2-1n)—86[(1 - 2n) - pp.(1 - 3n)]

bo = -1676(1+ pp.)

(16)
La figure (1) représente 1’évolution de 'EQMR et
la DQM en fonction du pas dans le cas d’une entrée
corrélée caractérisée par p = 0.6 et P, = 1 et un
systéme a 2 composantes caractérisé par n = 0, p, =
0, P, = 0.005 et P, = 0.1. Les courbes traduisent les
expressions analytiques pour les faibles pas d’adapta-
tion, en utilisant I'approche proposée et les résultats
des simulations. Comme prévu, ces figures montrent
que I’approche proposée permet une bonne estima-
tion des performances du Gradient Stochastique pour
une large gamme du pas d’adaptation. Les approches
d’approximation développées pour les faibles pas
d’adaptation sont par contre limitées.
Les résultats apparement complexes (11-16), vont
permettre des interprétations intéressantes du com-
portement du filtre adaptatif dans diverses situations.

3 Effet dela corrélation de ’entrée
et du systéme

3.1 Effet de la corrélation de ’entrée

Dans le cas d’un systéme & 2 coefficients, la figure (2)
représente I'évolution de 'EQM R..;n, et la DQ M ,,;,
en fonction de la corrélation de ’entrée pour des
caractéristiques différentes du systeme. Ces courbes
sont obtenues a partir des expressions (11) et (12).
L’analyse de ces figures permet de dégager les con-
clusions suivantes :

-~ Dans le cas de la promenade aléatoire (n = 0),
la corrélation de 'entrée dégrade 'EQM R,;x
et ceci quelle que soit la corrélation du systéme
([3]). Par contre, pour des variations markovi-
epnes (7 = 0.1), la corrélation de 'entrée améliore
I'EQM Rpin alors que pour 7 = 0.2, la corrélation
de 'entrée n’affecte pas 'EQM Rin. Plus
précisement, pour chaque valeur de la corrélation

Pour 3 valeurs différentes de n (n = 0, 5 = 0.1 et
n = 0.2), on trace (voir figure (3)) I’évolution de
PEQMR, ;i et la DQ M, i, pour 2 valeurs différentes
de la corrélation p de I'entrée (p = 0 et p = 0.9). La
figure (3) montre que la corrélation du systéme n’a
aucune influence sur la capacité de poursuite lorsque
l’entrée est blanche. Ce résultat est valable i la
fois pour 'EQM Rpin et la DQM,,;,. Par contre,
lorsque ’entrée est fortement corrélée, la corrélation
du systeme dégrade 'EQM R;n, cette dégradation
est importante pour les grandes valeurs de n. Con-
trairement a 'FQM R qui est la seule mesurable, on
peut trouver des situations pour lesquelles, la DQ M,,;,

vui mesure effectivement la capacité de poursuite

s’améliore a mesure que la corrélation du systéme
augmente.

4 Conclusion

Dans cet article, une analyse de l'influence des car-
actéristiques de 1’entrée et des variations du systeme
sur la capacité de poursuite du Gradient Stochas-
tique (GS) pour des non stationnarités aléatoires de
type markoviennes a été présentée. Cette analyse est
rendue pssible par une appropche analytique qui a
permis de mettre en évidence la diversité des situa-
tions possibles.
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FiG. 1: Comparaison entre les résultats théoriques
d’approximation pour les faibles pas d’adaptation
(1), les résultats de l'approche proposée (2) et les
résultats des simulations (3).
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Fic. 2: Influence de la corrélation de l'entrée sur
la capacité de poursuite optimale pour différentes
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Fic. 3: Influence de la corrélation du systeme sur
la capacité de poursuite optimale pour différentes
valeurs du couple (7,p)
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