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R�esum�e { La mesure de la vitesse particulaire acoustique par v�elocim�etrie laser �a e�et doppler (VLD) n�ecessite une d�emodula-
tion de signaux �a variation de fr�equence sinuso��dale. La gamme d'amplitude et de fr�equence �etant �etendue en acoustique, l'indice
de modulation des signaux recueillis peut atteindre des valeurs faibles. Cette �etude pr�esente la comparaison de 2 m�ethodes bas�ees
sur le principe du maximum de vraisemblance pour estimer la FI de signaux dont l'indice de modulation est de l'ordre de 10�2.
L'in
uence des param�etres de chaque m�ethode sur la pr�ecision d'estimation est mis en �evidence.

Abstract { Acoustic particle velocity measurement by laser-Doppler velocimetry can be achieved using an estimation of
instantaneous frequency. As the magnitude and frequency ranges can be lrge in acoustics, the modulation ratio of Doppler
signals may be small (10�2). This paper copares two demodulation technics based on the maximum likelihood principle. The
performance of these estimators is examined as a function of their parameters.

1 Introduction

La vitesse particulaire acoustique est une quantit�e tr�es
di�cilement estimable par des techniques classiques de
mesure : �l chaud, doublet microphonique. Ces m�ethodes
poss�edent le d�esavantage majeur d'être invasives et donc
de perturber sensiblement le champ �a mesurer. Par cons�e-
quent, la technique de V�elocim�etrie Laser Doppler (VLD)
d�evelopp�ee pour la m�ecanique des 
uides, a �et�e adapt�ee
�a la mesure de vitesses particulaires acoustiques [6]. Son
principe consiste �a mesurer le d�ecalage fr�equentiel de la
lumi�ere r�etro-di�us�ee par une particule anim�ee d'une vi-
tesse variable v(t) = V cos(2�fact+ ) traversant une zone
d'interfranges cr�e�ees par deux faisceaux lasers coh�erents.
Ainsi, le signal recueilli peut se mod�eliser sous la forme
suivante :

z(t) = Aexp

�
j

�
2�Fpt +

V

ifac
sin(2�fact+  )

��
+ b(t);

(1)

o�u z(t) repr�esente le signal analytique associ�e au signal
r�eel issus de l'exp�erience. Les termes Fp et i sont li�es
au syst�eme optique et repr�esentent respectivement la fr�e-
quence porteuse impos�ee par l'introduction d'une cellule
de Bragg sur l'un des trajets optiques et la longueur des
interfranges. Le terme fac repr�esente la fr�equence acous-
tique impos�ee par le haut-parleur. Les deux autres termes
sont les quantit�es �a estimer l'amplitude maximale de la
vitesse, V , et la phase �a l'origine,  .
Le signal �etant �a modulation de fr�equence, l'estimation
de la vitesse acoustique peut être obtenue par le suivi

de la fr�equence instantan�ee (FI) du signal [8] [2], fi(t) =
1
2�

d�(t)
dt

, o�u �(t) est la phase du signal analytique z(t). La
gamme de mesure des vitesses �etant tr�es �etendue en acous-
tique, l'indice de modulation, � = V

ifac
, peut prendre des

valeurs comprises entre 0,01 et 100. Parmi les techniques
d'estimation de FI [1], l'objectif est de trouver celles ca-
pables de d�eterminer cette quantit�e de mani�ere pr�ecise
pour de faibles indices de modulation. Une �etude pr�ea-
lable a permis de mettre en �evidence que des techniques �a
base de transform�ee temps-fr�equence bilin�eaire poss�edent
un seuil d'estimation pour � de l'ordre de 0,2 [7]. Le travail
s'oriente actuellement vers l'�etude de m�ethodes param�e-
triques pour estimer la FI de signaux �a modulation de
fr�equence sinuso��dale, et plus particuli�erement par la m�e-
thode de maximum de vraisemblance. Ainsi, cette �etude
compare deux m�ethodes de maximisation de la fonction
de vraisemblance.

2 Maximum de vraisemblance

Les techniques bas�ees sur le principe du maximum de
vraisemblance reposent sur la maximisation de la densit�e
de probabilit�e conditionnelle :

p(z j �) =
1

(2��)N
exp

"
�1

2�2

N�1X
n=0

(z[n]� zr [n])
2

#
; (2)

par rapport �a tous les coe�cients du vecteur �.
Dans cette expression, z[n] repr�esente le signal analytique
associ�e au signal issus de l'exp�erience et zr [n] un signal de
r�ef�erence construit �a partir d'un ensemble de param�etres



caract�eristiques du signal z[n] regroup�e dans le vecteur �.
La construction du signal de r�ef�erence, �a partir de l'infor-
mation a priori disponible sur le signal z, assure la mod�e-
lisation du syst�eme. La maximisation de p(z j �), en mini-
misant l'erreur quadratique d'estimation, (z[n] � zr[n])2,
permet de pr�edire l'ensemble des param�etres de � les plus
ad�equat �a la mod�elisation. Ainsi, dans un cas de mod�e-
lisation parfaite, la fonction p(z j �) repr�esente la den-
sit�e de probabilit�e du bruit, suppos�e gaussien, qui entache
les valeurs de z. Dans le cas pr�esent, la mod�elisation des
variations sinuso��dales de la phase est assur�ee par la pro-
pri�et�e d'approximateur universel des polynômes. Le signal
de r�ef�erence, dont la phase varie de mani�ere polynomiale,
s'�ecrit donc :�

zr [n] = A0exp(j�r [n]) = s[n] + jv[n]
avec �r [n] =

Pp

i=0 ain
i :

(3)

L'ordre du polynôme �etant �ni, l'ensemble des param�etres
regroup�es dans le vecteur �, doit être ajust�e a�n de satis-
faire le crit�ere d'optimisation (eq.2), o�u theta est d�e�ni
par :

� = (A0a0 : : :ap)
T ; (4)

o�u le symbole T repr�esente la transposition.

3 Techniques de maximisation

Le crit�ere d'optimisation, d�e�ni par l'�equation 2 est
�equivalent �a la maximisation de la fonction D [1] [3] :

D =
1

N

N�1X
n=0

z[n]exp[�j(a1n+ : : :+ apn
p)]; (5)

par rapport aux coe�cients (a1; : : : ; ap). L'ensemble des
param�etres du vecteur � est alors d�eduit de cette maximi-
sation par les relations suivantes :8><

>:
D(â1; : : : ; âp) = max

(a1;::: ;ap)
D(a1; : : : ; ap);

â0 = arg[D(â1; : : : ; âp)]
A0 =j D(â1; : : : ; âp) j2 :

(6)

3.1 M�ethode par d�emodulation des ordres

sup�erieurs

La fonction D, pour un ordre p=1, est homog�ene �a
une transform�ee de Fourier discr�ete (TFD). Sa maximi-
sation est alors �equivalente �a la recherche du maximum
du spectre du signal z[n]. Une solution envisag�ee, pour sa
maximisation dans un cas g�en�eral (p � 1) consiste �a utili-
ser le r�esultat pour un ordre 1. Pour y parvenir, le signal
est tout d'abord d�emodul�e par les ordres sup�erieurs [1] :

zdem[n] = z[n]exp[�j(a2n
2 + : : :+ apn

p)] ; (7)

avec des coe�cients (a2; : : : ; ap) pris sur un ensemble de
valeurs qui quadrillent un domaine pr�ed�e�ni. La seconde
�etape consiste �a rechercher l'ensemble (a2; : : : ; ap) pour
lequel il existe un maximumglobal du spectre, chacun des
coe�cients parcourant l'espace qui lui est r�eserv�e.
Cette m�ethode requiert un temps de calcul consid�erable
pour des ordres �elev�es de p. A�n de limiter ce dernier,

une s�erie de tests a �et�e r�ealis�ee pour un degr�e du poly-
nôme �x�e �a 3. Dans le même but, le domaine d'excursion
des coe�cients a2 et a3 a �et�e restreint autour de leur valeur
respective obtenue par le d�eveloppement limit�e �a l'ordre
3 de la phase du signal mod�elis�e par l'�equation (1).
L'estimation de la FI par cette m�ethode n�ec�essite une d�e-
termination pr�ecise des coe�cients du polynôme. Or l'in-
troduction d'une fenêtre d'analyse perturbe l'estimation
de ces coe�cients et provoque des disparit�es sur les esti-
mations. Des tests ont permis de mettre en �evidence ce
ph�enom�ene et ont encourag�e la recherche d'autres tech-
niques de maximisation.

3.2 M�ethode du Simplex

Une nouvelle orientation a consist�e �a maximiser la fonc-
tion D en minimisant son inverse. Parmi l'ensemble des
m�ethodes de minimisation de fonctions �a plusieurs va-
riables [5], le Simplex a �et�e retenu pour sa �abilit�e et sa
robustesse �a converger vers le minimumglobal d'une fonc-
tion [4]. Pour converger vers un minimum de la fonction,
la m�ethode du Simplex op�ere une suite de transformation
g�eom�etrique sur un nombre de points initiaux qui qua-
drillent l'espace [4]. N�eanmoins si la fonction poss�ede des
minimums locaux aux alentours du minimum global, les
points initiaux doivent être concentr�es dans uner�egion res-
treinte autour du minimumglobale pour assurer la conver-
gence vers ce dernier. Une �etude sur des simulations va
être men�ee pour observer l'in
uence de ce param�etre sur
la qualit�e des estimations.

4 R�esultats

Les r�esultats pr�esent�es ici, montrent l'in
uence des pa-
ram�etres intrins�eques des di��erentes m�ethodes sur la pr�e-
cision des estimations de la FI. Ces tests r�ealis�es sur des
simulations de signaux �a variations de fr�equence sinuso��-
dale avec un faible indice de modulation permettent d'�eta-
blir la robustesse de ces m�ethodes et leur capacit�e �a être
employ�ees sur des signaux r�eels. Cette partie se consacre
plus particuli�erement �a l'in
uence de la taille de la fenêtre
d'analyse et au degr�es de concentration des points initiaux
autour de la valeur du minimum global n�ecessaire �a une
estimation pr�ecise de la FI dans le cas de la m�ethode du
Simplex.

4.1 M�ethode de d�emodulation des ordres

sup�erieurs : in
uence de la taille de la

fenêtre d'analyse

La longueur de la fenêtre d'analyse d�etermine la dur�ee
sur laquelle les variations sinuso��dales de FI vont être ap-
proch�ees par des portions de polynômes. Un compromis va
devoir être trouv�e entre une dur�ee de fenêtre r�eduite, as-
surant une mod�elisation pr�ecise mais limitant la pr�ecision
fr�equentielle et une dur�ee plus cons�equente sur laquelle les
variations de fr�equence peuvent devenir di�cilement esti-
mable par un polynôme d'ordre 2. La sensibilit�e est test�ee
pour des signaux simul�es dont l'indice de modulation �



vaut 0.05. L'analyse de ces signaux montre des di��erences
importantes d'estimation pour di��erentes longueurs de fe-
nêtre. La �gure 1 illustre parfaitement cette sensibilit�e en
comparant les estimations de la FI d'un signal simul�e avec
les param�etres suivants : Fp = 47kHz; fac = 2kHz; V =
0:1mm=s;  = �45�, noy�e dans un bruit blanc gaus-
sien dont le rapport signal sur bruit (RSB) vaut 15dB,
pour des fenêtres d'analyse de 75, 100, 150 et 200 points.
Elle met en �evidence la pr�esence d'une longueur de fenêtre

46500

47000

47500

48000

48500

49000

49500

50000

50500

0 5e-05 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025

FI
FI.1
FI.2
FI.3
FI.4

Fig. 1: comparaison des estimations de la FI d'un signal
dont les param�etres sont Fp = 47kHz, fac = 2kHz,
V = 0:1mm=s,  = �45� pour une fenêtre d'analyse
de 75 points : 'FI.1' symbolis�ee par (3) , de 100 points :
'FI.2'(+), de 150 points : 'FI.3' (2) et de 200 points : 'FI.4'
(x).

(100 points) pour laquelle l'erreur d'estimation de FI est
la moins importante. La longueur optimale se situe dans
un intervalle r�eduit autour de cette valeur. En e�et, une
diminution de sa taille de 25 points (FI.1) fournit une esti-
mation moins pr�ecise. De même, une estimation e�ectu�ee
avec une fenêtre de 150 points (FI.3) produit le même r�e-
sultat que FI.1. Une �etude plus pr�ecise a con�rm�e que la
valeur optimale de la fenêtre devait se situer dans un in-
tervalle restreint autour de la valeur de 100 points, sans
toutefois pouvoir la faire co��ncider avec la courbe de FI
simul�ee ( trait continu).
L'in
uence de la taille de la fenêtre sur la qualit�e d'estima-
tion de la FI peut s'expliquer par la pr�ecision n�ecessaire
�a l'estimation du coe�cient a1 pour obtenir un suivi de
FI satisfaisant. En e�et, une erreur relative de 1% sur la
d�etermination de ce coe�cient provoque un d�ecalage de
quelques centaines de Hertz de la valeur de FI. Ainsi, l'in-
troduction de la fenêtre d'analyse modi�e le spectre du
signal d�emodul�e et perturbe sensiblement l'estimation de
ce coe�cient. Ceci peut expliquer les di�cult�es d'obtenir
des estimations pr�ecises de la FI.

4.2 M�ethode du Simplex

Une �etude a �et�e n�ecessaire pour d�eterminer l'in
uence
du choix des points initiaux sur la qualit�e d'estimation de
la FI. Auparavant, cette partie pr�esente le comportement

des estimations face au changement de taille de la fenêtre
d'analyse.

4.2.1 Taille de la fenêtre d'analyse

Pour mettre en �evidence l'in
uence de la taille de la fe-
nêtre d'analyse, une �etude statistique a �et�e men�ee. Ce tra-
vail a consist�e �a analyser 100 r�ealisations di��erentes d'un
signal simul�e et bruit�e avec le même fenêtrage. Le r�esultat
sur lequel porte les conclusions provient de la moyenne des
estimations et permet d'observer le comportement moyen
de cette m�ethode.
Les signaux ont �et�e construits avec les param�etres sui-
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Fig. 2: in
uence de la taille de la fenêtre sur les estima-
tions des facteurs V et  .

vants : Fp = 47kHz; fac = 2kHz; V = 0:1mm=s; d =
210�3s;  = �45�; RSB = 15dB; et trait�es par le maxi-
mum de vraisemblance pour estimer la FI, suivi d'une d�e-
tection synchrone pour obtenir les valeurs de V et  . Les
courbes ainsi obtenues (�g.2 et 3) montrent l'in
uence de
la taille de la fenêtre d'analyse sur la pr�ecision d'estima-
tion de V et  . La �gure 2, repr�esentant la pr�ecision de
la vitesse en fonction du nombre de points constituant la
fenêtre, montre une d�egradation de la qualit�e d'estimation
lorsque la taille de la fenêtre augmente. L'estimation peut
devenir même totalement erron�ee pour une fenêtre de 75
ou 100 points. De plus, pour une fenêtre de 25 points la
vitesse est sous-estim�ee avec une pr�ecision de 10% alors
qu'elle est sur-estim�ee avec une pr�ecision de 25% pour
une fenêtre de 50 points. Une �etude concentr�ee autour
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Fig. 3: in
uence de la taille de la fenêtre sur l'estimation
de la phase  .



d'un nombre de point avoisinant 40 a montr�e que la taille
de la fenêtre optimale est de 33 points. L'amplitude de la
vitesse est alors estim�ee avec une pr�ecision de 5%. Ceci
repr�esente les meilleurs r�esultats obtenus jusqu'�a pr�esent
pour des indices de modulation de 0.02.
Le comportement de l'estimation de la phase, illustr�ee par
la �gure 3, est totalement di��erent, l'estimation semblant
tendre vers la valeur exacte de -45� pour des tailles de
fenêtre importante. Cela signi�e qu'il existerait un com-
promis �a �etablir pour obtenir de mani�ere pr�ecise et simul-
tan�ee une estimation de l'amplitude de la vitesse et de sa
phase.

4.2.2 In
uence de la valeur du point initial

Les points initiaux, n�ecessaires �a la minimisation de la
fonction D par rapport aux coe�cients a1, a2, a3, sont g�e-
n�er�es �a partir de param�etres initiaux not�es a10; a20; a30.
Pour observer l'in
uence de ce triplet, ils ont �et�e calcu-
l�es par le d�eveloppement limit�e de la phase �a l'ordre 3
pour des valeurs �ctives, V0, de la vitesse. Une �etude
statistique a �et�e men�ee d'une mani�ere similaire �a celle
du paragraphe pr�ec�edent. Les tests ont �et�e r�ealis�es avec
des signaux dont les param�etres sont les suivants : Fp =
47kHz; fac = 2kHz; V = 0:1mm=s;  = �45�; d =
210�3s; RSB = 15dB, et des valeurs de V0 proportion-
nelles �a V : V 0

V
= [14

1
2 1 3

2 2].
Les courbes ainsi obtenues montrent l'importance de l'es-

0.5 1 1.5 2
−60

−40

−20

0

20

40

60

80

V0/V

%
 d

 e
rr

eu
r

Fig. 4: In
uence du triplet initial sur la pr�ecision d'esti-
mation de V.

timation des valeurs des points initiaux. En e�et, plus les
points initiaux s'�ecartent de la valeur simul�ee V et plus
les estimations deviennent impr�ecises. Ce ph�enom�ene se
retrouve sur les estimations de l'amplitude maximale de
la vitesse mais �egalement �a un degr�e moindre sur l'esti-
mation de la phase  .
Cela signi�e que l'utilisation de cette m�ethode sur des
signaux issus de l'exp�erience de VLD devra n�ecessiter une
connaissance apporximative de la valeur de la vitesse �a
estimer.

5 Conclusion

La m�ethode d'esimation de FI par d�emodulation des
ordres sup�erieurs pr�esentent une trop forte sensibilit�e �a
la taille de la fenêtre d'analyse pour être retenue. Cepen-

0.5 1 1.5 2
−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

V0/V

E
st

im
at

io
n 

de
 la

 p
ha

se

Fig. 5: In
uence du triplet initial sur la pr�ecision d'esti-
mation de  .

dant, elle nous a permis d'observer la possibilit�e d'utiliser
le principe du maximum de vraisemblance en tant qu'es-
timateur de FI et de d�evelopper une nouvelle m�ethode
utilisant la m�ethode du Simplex. Cette technique nous
permet d'envisager la d�emodulation de signaux �a varia-
tions de fr�equence sinuso��dale dont l'indice de modulation
est de l'ordre de 10�2, avec une pr�ecision de 5%.
Cette m�ethode nou permet de gagner un ordre de grandeur
par rapport aux techniques temps-fr�equence et montre
la possibilit�e de mesurer des vitesses particulaires acous-
tiques correspondant �a des d�eplacements de 3nm pour
fac = 5kHz. Des tests sur des signaux issus de l'exp�e-
rience de VLD vont devoir être men�es pour con�rmer ces
premiers r�esultats tr�es encourageants.
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