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RESUME

Cet article est consacré au probleme de la détection de ruptures
noyées dans un bruit blanc multiplicatif de moyenne nulle, a 1’aide
de la Transformée en Ondelette Continue (TOC). La TOC est
généralement utilisée dans un contexte additif. Cet article étudie ses
propriétés statistiques lorsque le bruit est multiplicatif et de moyenne
nulle. Nous montrons qu’un prétraitement non-linéaire (quadratique)
permet d’exploiter les bonnes propriétés de la TOC pour la détection
de ruptures. Un critere de contraste, équivalent a un Rapport Signal
sur Bruit (RSB), est défini dans le domaine temps- échelle. Une
ondelette optimale maximisant ce RSB est déterminée lorsque la
rupture est de type échelon. Pour de grandes échelles, cette ondelette
est asymptotiquement optimale pour d’autres types de ruptures.

1 Introduction et Formulation du Pro-
bleme

Les modeles de bruit multiplicatif sont utilisés dans
de nombreuses applications. Ils interviennent en traitement
d’images issues de systémes a éclairage cohérent (radar, la-
ser) [2] et fournissent des modeles aléatoires en communi-
cation (canaux a évanouissement) [8]. Cet article est consa-
cré au probleme de la détection de ruptures noyées dans un
bruit multiplicatif de moyenne nulle, a I’aide de la Transfor-
mée en Ondelette Continue (T OC). La T OC s’est avérée étre
un outil efficace pour la détection de ruptures lorsque le bruit
est de moyenne non nulle [3]. Deux détecteurs sous-optimaux
basés sur la signature de la rupture dans le domaine temps-
échelle ont été mis en ceuvre [4]. Ces détecteurs ont montré
une grande robustesse vis-a-vis des propriétés statistiques du
bruit. Malheureusement, ils ne peuvent étre utilisés lorsque le
bruit est de moyenne nulle. Cet article propose d’utiliser un
prétraitement non-linéaire, suivi par le détecteur temps-échelle
conventionnel pour la détection de ruptures, lorsque le bruit
multiplicatif est de moyenne nulle. Pour des raisons de simpli-
cité, nous étudions la non-linéarité quadratique mais d’autres
non-linéarités peuvent étre étudiées de maniere similaire. Le
probléeme de détection peut étre exprimé comme un test d’hy-
pothéses simples :

e Sous I’hypothése H, le processus observé y(t) est un
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bruit blanc X(t) de moyenne m, = 0 et de variance o2

y(t) = x(t) teQ

ou  est I’intervalle d’observation.
e Sous I’hypothése H,, le processus observé y(t) est mo-
délisé par :

t—t,
Yt = x®s®) = x() [1+Af( . )}
= X [1+ Af,®)]
t € Q A>0 a,>0

S(t) est un signal déterministe de vecteur parametres 6 =

t . . . . N
(A, to, aO) (amplitude, instant, dilatation). S(t) correspond a
une transition de 1 a 1 + A. La fonction f caractérise la forme
de la transition. Cette fonction est supposée bornée, positive
telle que :

f(t) =0pourt <
T
f(t) =1pourt > 5

[SIE]

Notons que pour T = 0, S(t) est un échelon idéal d’amplitude
A ala position t;,.

La Transformée en Ondelette Continue (T OC) de y(t) est
définie par :

+00
Car = / y®y, , ()dt
avec Y, () = a 'y (I_TT) acR* reR
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La famille de fonctions {I/Ia,r}aeR*, Lep €St construite par
translation et dilatation d’une fonction ¥ appelée ondelette
mere (a est le parametre de dilatation, t est le parametre
de translation). Si i vérifie la condition d’admissibilité (qui
est équivalente a f_’LOOCO ¥(t)dt = 0 quand la Transformée de
Fourier de v est continue), la transformée admet une formule
de reconstruction. Cette étude se restreint aux ondelettes
normalisées et impaires, de support borné [% %] (elles
vérifient donc la condition d’admissibilité). L’ imparité permet
une estimation sans biais de I’instant du saut.

La premiere partie de I’article étudie les deux premiers mo-
ments des coefficients Cyz (a, 7). Cette étude permet de dé-
finir une signature de la rupture dans le plan temps-échelle
puis de déterminer des ondelettes optimales pour la détection.
Ces ondelettes optimales maximisent un critére de contraste
sous certaines contraintes (normalisation, condition d’admis-
sibilité...). Le cas particulier d’une rupture de type échelon est
étudié en détail. On montre que le contraste, qui peut étre inter-
prété comme un rapport signal a bruit dans le domaine temps-
échelle, est supérieur au rapport signal a bruit dans le domaine
temporel, pour de grandes échelles. Le cas de ruptures plus
douces est ensuite considéré. On montre qu’il existe des onde-
lettes asymptotiquement optimales pour tout type de ruptures.
Les résultats de simulation et les conclusions sont présentés
dans les deux dernieres parties de 1’article.

2 Critere de Contraste dans le Do-
maine Temps-Echelle

La détection optimale n’est possible que lorsque la loi du
processus observé est parfaitement connue. Malheureusement,
en pratique, elle ne I’est souvent que partiellement, ou s’avere
difficile a calculer. Il faut alors avoir recours a des détecteurs
sous-optimaux. Le contraste est une mesure du second ordre
qui permet d’évaluer les performances de ces détecteurs
[6], c’est-a-dire leur capacité a séparer au mieux les deux
hypothéses. La notion de contraste est liée a celle de RSB
généralisé quand les deux hypotheses sont “bruit” et “signal
et bruit” [1]. Notre étude est consacrée aux détecteurs temps-
échelle sous-optimaux. Le contraste est utilisé pour déterminer
I’ondelette qui s’adapte le mieux au probléme de détection. La
statistique utilisée est C (a, 7). En effet, I'intérét principal de
la TOC est de mettre en évidence les variations brusques de
la valeur moyenne du processus observé. Un bruit multiplicatif
de moyenne nulle ne conduit pas a un saut de moyenne de y(t).
Par contre y?(t) présente un saut de moyenne. Par conséquent,
la non-linéarité permet de bénéficier des bonnes propriétés de
la TOC.

Le critere de contraste f;(a, t) associé a la statistique
Cyz (a, T) pour une rupture f est choisi sous la forme [1] :

[E[cy@niH]-E[c @ HO]]2

Bs (@ 1) = sup [Var [Cyz(& ) | Ho] ,Var [Cyz(a, )| Hl]

(1)
Ce contraste (1) est défini en tout point de coordonnées (a, t)
du plan temps-échelle, plutdt que sur un pavé du plan. Ceci

permet de tenir compte du caractére non-stationnaire de la
TOC sous I'hypothése H,. L’étude statistique au second
ordre de la TOC de y?(t) met en évidence ce caractére non-
stationnaire.

Le contraste peut aussi étre exprimé de facon plus générale
sous la forme [7] :

[E[cy@niH]-E[cp@n] HO]]2
Var, (Cyz (a, 'C))

180( (aa T) =

2
ou Var, est la variance correspondant a la loi définie
par p, (X) = (1 —a) p, (X) +ap, (X) avec o € [0, 1], py(X)
et p,(X) étant les lois sous H, et H,. Dans ce cas, le para-
metre o est fixé par I’observateur en fonction du probleme de
détection. Par exemple, « = 0 correspond a la déflation alors
que @ = 1 correspond a la déflation complémentaire. Le choix
d’un parametre «, tel que :

Var% (Cyz(a, r)) = sup Var, [Cyz (a, r)]

ael0,1]

correspond au contraste le plus défavorable. Le parameétre

a,, obtenu alors, conduit a une expression du contraste plus

complexe et plus difficile a manier que celle obtenue en (1).
La signature temps-échelle de la rupture est définie comme

la moyenne de la T OC [5]. Elle est calculée grace a la condi-

tion d’admissibilité de 1’ondelette. En 1’absence de rupture :
+00

E[Cyz(a, ) | HO] =me | ¥, 0dt=0 3

La rupture se traduit par une signature conique :

+o00
E[Cyg (a,r)\Hl]szzA/ [2f,) + Af; ()] Y, (D dt
to_ao%
“4)
La variance de Cyz (@, 7), sous les hypotheses Hj et H,, vérifie
les équations suivantes :

var [Cyz(a, 7) | HO] =02 (5)

x2

var [cyz(a, ) | H,] — o2 [T (14 Afy ) 2, () dt
(6)
Notons que :
Var [Cyz(a, ) | HO] < Var [Cyz(a, ) | Hl]

puisque f, est une fonction positive. Le contraste choisi (1)
correspond alors a la déflation complémentaire (o = 1). Le
contraste est un rapport signature a bruit et est équivalent a
un RSB dans le domaine temps échelle sous H,. D’aprés les
expressions (3), (4), (5) et (6), on obtient :

E[C,@m)| Hl]2

ﬁf (av 7:) =
Var [cyz(a, ) | Hl]
AZm2,
c’est-a-dire, en notant C = el

x2

2
[ﬁf_";g [2f,(0) + ARZD)] ¥, dt]
[ (14 Afy0) w2, @ dt

Bi(@,t)=C



Afin d’apprécier I’apport de la TOC, le processus y>(t) est
étudié dans le domaine temporel. Le RSB dans le domaine
temporel est constant sous les deux hypotheses :

E[y2® [H, ]
var [y2(t) | H,]
mes*(t) mp
o28() ol

5 2

_EonS
var [y2(t) | H]
Notons que RSB(t) dépend uniquement des moments d’ordre
1 et 2 du bruit multiplicatif et est indépendant du signal S(t).
Par contre, B, dépend du signal s(t) et peut étre maximisé
par rapport a 1’ondelette. Le paragraphe suivant montre qu’il
existe une ondelette optimale, maximisant B; lorsque la
rupture est de type échelon. Le RSB obtenu est alors supérieur
a RSB (t) pour des échelles suffisamment grandes. Cette
ondelette s’avere étre asymptotiquement optimale pour tout
type de ruptures.

RSB(t)

3 Ondelettes Optimales

3.1 Cas d’un Echelon

Lorsque f(t) est un échelon et x(t) est un bruit blanc
multiplicatif, le contraste 8; (@, ), not€ B¢y, (@, ) s’écrit :

I
2

A+ 22 [fi v ) olt]2

T+ (A4 A = 1) [, 2 @ dt

Ben(@, 1) =acC (7

Si ¢ est une fonction impaire, normalisée qui vérifie la
.. s e e +1

condition d’admissibilité, on a f; 2 Y2 (tdt = % Or, on

aimerait que le contraste B4, (a, T) soit conséquent pour T =

t,, afin d’estimer au mieux le parametre t,. On considere alors

Been (@, t,) défini par :

+1 2
[ Iy dt]
1+ + A
Notons que B¢, (a, t) est proportionnel a I’échelle a pour T =
t,. Cette propriété est encore valable pour T # t; et de grandes

échelles (lorsque t“% tend vers 0). Ceci montre 1’intérét de
travailler dans le domaine temps-échelle. L’ ondelette optimale

Been(@.t) =2aC (A+2)°

2
qui maximise B (@, &) maximise | Iy dt] . Drapres
I’inégalité de Cauchy-Schwarz, ce terme est maximum quand
Y est constante sur [O, %] Par conséquent, I’ondelette de
Haar symétrisée est optimale pour la détection d’un échelon
idéal dans un bruit blanc multiplicatif, quelle que soit I’échelle
a. Le RSB au sommet de la signature conique (t = t;) est

donnée par :
(A +2AP m2,T
262 (1+ 1+ A

Dans ce cas simple, les contrastes dans le domaine temporel
et temps-échelle (resp. By (a,t,) et RSB(t)) peuvent étre

Becn(@, t)) =a
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comparés :
2(1+ 1+ A
(A2 4+2A)°T

Ceci implique une longueur minimum pour I’intervalle d’ob-
servation: L . =a ..

Ben@ 1)) =2 RSB) & a>a,,, =

3.2 Cas Général

Considérons une rupture de forme générale 1 + Af (t). De
la méme maniere, le contraste doit étre maximisé pour T = t;
afin d’estimer I’instant du saut. Or

2
(A+2) [|, @+ [a2y (t)dt}

Bi(a,ty) =acC
1+((1+A>4—1){|2<a>+f£ w%wdt}
avec .
2 /at
_ LN
I, @y = j%f <a0>1ﬁ(t)dt
%, /at
_ B o fat 2
L@ = /_%_Tf <a0>w (t)dt

La fonction f étant supposée bornée, on a :
lim I, (@= lm l,(@=0
a— +o0 a—>+o0
Il en résulte que :
IBf (aa t0)£;+m IBéCh (aa t())

Par conséquent, I’ondelette symétrique de Haar est asymptoti-
quement optimale pour la détection de toute rupture. La T OC
est donc asymptotiquement robuste a la forme du saut.

4 Simulations

De nombreuses simulations ont été réalisées pour valider
les résultats précédents. Les simulations qui suivent ont été

N

réalisées pour un échelon d’amplitude A = 0.4 localisé a
Pinstant t, = 500 et une rampe (f(t) = t, t € [—%, %]
T=1,A=04, a, =200, t, = 500). Le bruit x(t) est blanc
gaussien de variance 67 = 1. Les figures 1 et 3 montrent les
signatures coniques dans le domaine temps-échelle pour un
échelon et une rampe. Les figures 2 et 4 représentent la T OC
de y?(t). Elle est calculée pour des échelles variant de 200 2
350 avec I’ondelette de Haar symétrisée. Dans les deux cas, la
signature pointe sur I'instant t, = 500. Le cOne est plus lisse et

d’amplitude plus faible, pour une rampe que pour un échelon.

5 Conclusion

Cet article étudie la détection de ruptures noyées dans
un bruit multiplicatif de moyenne nulle, grace a la TOC.
Pour profiter des bonnes propriétés de la T OC, on introduit
un prétraitement non linéaire (ici quadratique) qui engendre
un saut de moyenne. Le choix de I’ondelette est crucial
et dépend du type de rupture considéré. On introduit un
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350

temps échelle

Fig. 1: Signature d'un Echelon (A = 0.4, t,= 500)
avec I'Ondelette de Haar Symétrisée

15 =500

350

échelle

0 200
Fig.2: TOC d'un Echelon (A = 0.4, t0 = 500) noyé dans
un Bruit Multiplicatif (0, = 1) avec 1'Ondelette de Haar
Symétrisée

E[C,(a,D)]

Fig. 3: Signature de la Rampe (A=0.4, t,=500,
a,=200, T=1) avec I'Ondelette Symétrique de Haar

~—1t,=500

350

échelle

0 200
Fig. 4: TOC d'une Rampe (A = 0.4, t;=500,a,=200,
T=1) noyée dans un Bruit Multiplicatif (0,=1) avec
I'Ondelette de Haar Symétrisée

contraste dans le domaine temps-échelle adapté au probleme
de détection. L’ondelette de Haar maximise ce contraste
lorsque la rupture est un échelon. De plus, le contraste
obtenu avec cette ondelette, qui peut étre interprété comme
un RSB dans le domaine temps-échelle, est supérieur au
RSB dans le domaine temporel, pour de grandes échelles. On
montre ensuite que I’ondelette de Haar est asymptotiquement
optimale quel que soit le type de rupture considéré. Par
conséquent, la T OC est asymptotiquement robuste a la forme
de la rupture. L'utilisation d’un prétraitement non-linéaire
permet de mettre en ceuvre des détecteurs sous-optimaux basés
sur la signature temps-échelle méme lorsque le bruit est de
moyenne nulle. Le seuillage de coupes de la TOC ou de
la somme de ses coupes ou encore de la corrélation entre
la TOC et une signature idéale [3] conduit a des détecteurs
sous-optimaux ne nécessitant pas d’information a priori sur la
densité de probabilité du bruit.

Références

[1] P. Y. Arques, Décisions en Traitement du Signal, Masson,
1982.

[2] A. C. Bovik, “On detecting Edges in Speckle Imagery,”
IEEE Trans. A.S.S.P, vol. 36, n° 10, pp. 1618-1627, Oct.
1988.

[3] M. Chabert, J-Y. Tourneret and F. Castanié, “Additive and
Multiplicative Jump Detection using Continuous Wavelet
Transform,” Proc. ICASSP’96, Atlanta, 1996.

[4] M. Chabert, J-Y. Tourneret and F. Castanié, “Performance
of an Optimal Multiplicative Jump Detector based on
the Continuous Wavelet Transform,” Proc. EUSIPCO’96,
Trieste, 1996.

[5] A. Denjean and F. Castanié, “Mean Value Jump Detec-
tion : a Survey of Conventional and Wavelet Based Me-
thods,” dans Wavelet Theory, Algorithms and Applica-
tions,C. K. Chui, L. Montefuso and L. Puccio (eds.), Aca-
demic Press, Inc., 1994.

[6] W. A. Gardner, “A Unifying View of Second-Order Mea-
sures of Quality for Signal Classification,” IEEE Trans on
Communications, vol. com-28, pp.807-816, 1980.

[7]1 B. Picinbono and P. Duvaut, “Detection and Contrast,”
Stochastic Processes in Underwater Acoustics, Lecture
Notes in Control and Information Sciences (vol 85), Baker
CR et Al (Eds), 1986.

[8] H. L. Van Trees, Detection, Estimation, and Modulation
Theory, John Wiley & Sons, 1968.



