SEIZIEME COLLOQUE GRETSI — 15-19 SEPTEMBRE 1997 — GRENOBLE

1343

Reconstruction non linéaire des processus gaussiens soumis a
un jitter aléatoire
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Résumé

L’échantillonnage périodique des processus aléatoires est
parfois perturbé par des imperfections du mécanisme de
I’échantillonnage. Cet article considére le probléme de la re-
construction de tels processus. Nous définissons une méthode
non linéaire de reconstruction lorsque le processus de départ
est gaussien. La méthode est basée sur ’application de ’al-
gorithme de Viterbi. Nous montrons que, sous certaines con-
ditions que nous spécifierons, elle posséde des performances
supérieures & la méthode linéaire optimale.

1 Introduction

L’échantillonnage périodique des processus aléatoires est
souvent perturbé par un jitter aléatoire. Ce phénoméne
peut engendrer des modifications du processus tout a fait
considérables, & la fois temporelles et spectrales. Il est
donc souvent nécessaire de reconstruire le processus le
mieux possible afin d’éviter des dégradations trop sévéres.
La reconstruction linéaire optimale d’un processus affecté
par un jitter aléatoire a été formulée par Balakrishnan
(1], chez qui le critére d’optimalité est de minimiser I’er-
reur en moyenne quadratique. Il est bien connu que,
lorsque le processus est gaussien, 'estimateur optimal (en
m.q.) est linéaire [2]. Néanmoins, il s'est avéré qu’un
processus gaussien soumis a un jitter aléatoire perd, en
général, son caractére gaussien {3]. Dans le cadre de
Péchantillonnage d’un processus gaussien, nous pouvons
donc espérer trouver des méthodes de reconstruction non
linéaires possédant des performances supérieures a celle de
Balakrishnan.

Cette contribution propose une méthode non linéaire de
reconstruction des processus gaussiens échantillonnés avec
un jitter aléatoire. Elle est basée sur I'application de
Palgorithme de Viterbi et de l'interpolation par splines.
Nous verrons que, sous certaines conditions, elle donne
lieu & une erreur de reconstruction plus faible que la re-
construction linéaire.

2 Deéfinitions

Soit X = {X(t),t€R} un processus gaussien, de
moyenne nulle, continu en moyenne quadratique, de
spectre Sx (w), de fonction d’autocorrélation Kx (1) =
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0%p(7) et de représentation spectrale ©x (w) vérifiant
[4] :

X () = L “tdOx (w)

Kx (r) = /R 9T dSx (w)

Dans I’exemple qui suit, nous prenons une densité spec-
trale de forme gaussienne :

) o (o
dw 20%

Le signal échantillonné est donné par :
Up=X(n-A,)

oll la suite A,, et le processus X sont indépendants. A,
est de moyenne nulle et stationnaire dans le sens ol les
deux fonctions caractéristiques, ¥ (w) et ® (p,w), définies
par :

I(w) =
<I>(p,w) =

E {ei“’A" }
E {eiW(An—An+p) }

sont indépendantes de n.

Par la suite, nous supposerons que le jitter peut étre
modélisé par une chaine de Markov & deux états. Afin
de respecter 'ordre des échantillons, la chaine peut pren-
dre les valeurs {—a, a} avec o < } . La probabilité que
la chaine change d’état est notée pyg.

3 Rappel du cas linéaire

Etant donné I'observation du signal échantillonné U,, on
cherche & estimer le signal échantillonné sans jitter, i.e.
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si Ap = 0. Notons X (n) cet estimateur. Le meilleur
estimateur linéaire est la projection de X (n) sur I'espace
de Hilbert engendré par U,,, H(U) :

X (n) = praw)X (n)

La figure 1 ci-dessous donne une
géométrique de cette projection.

interprétation

X(n)

X(n)

Figure 1, Projection orthogonale

La projection peut s’exprimer comme suit :

E{(X(n)-f('(n))U;,} = 0 VnmeR
N3

~ T dSx

X (n)= ™"V (w) ——

= [ emw ) Z

ol Sy (w) est le spectre de U, et %gJUﬂ (w) est la dérivée de

Radon-Nikodym de Sx (w) par rapport & Sy (w). X (n)
est donc le résultat d’un filtrage linéaire de U,, par le fil-
tre de réponse fréquentielle ¥ (w) %%ff (w). On démontre
facilement que la variance de ’erreur de reconstruction est
donnée par 1’expression suivante :

0_2=/1r 2dSX
-7

dSy
4 Reconstruction non linéaire

(w) dOy (w)

(1 1% () (w)) dSx ()

Dans cette partie, nous allons tenter de reconstruire la
suite X (n) par une méthode non linéaire. La méthode
est basée sur ’observation que la variable aléatoire V,, =
U, — U,_1 suit une loi gaussienne conditionnée sur les
deux variables aléatoires A, et A,_;. L’idée de base
est d’estimer la suite {A,} et ensuite d’utiliser ces esti-
mations pour effectuer une interpolation permettant un
ré-échantillonnage du signal X (t). Cette procédure com-
prend donc deux étapes différentes, ’estimation de la suite
{A.}, puis linterpolation.

4.1 Estimation de {A,} par l’algorithme
de Viterbi

La variable aléatoire V,, = U,, — U,,—1 suit une loi gaussi-
enne centrée conditionnée sur A, et A,_;. Dans le cas

présent, o1 ’on considére une chaine de Markov & deux
états, trois cas se présentent :

Ho: An-1=A4n = fo(v) = o= exp (— 27

=]

w2

Hi: Ani=0An=—a = fi(v) = zh—exp(—gy

[

'UZ

Hy: Apai=-o,An=0a = f2(v) =z -exp (_W

2

ot les o7 sont données par :
03 = 20% (1- p(1))
02 =20%(1-p(1+2a))
03 = 20% (1 - p(1 - 20))

avec p(1) = Kx (1) /o%. Lorsqu’on observe V, = v,
nous pouvons calculer les probabilités des différentes hy-
potheses, P; = P {V, de loi f;(v) |V, = v}. Or, la proba-
bilité que V;, suive une loi f; (v), étant donné V,, = v, est
donnée par :

P; P {V, deloi f; (v)|Vn =v}

P{V, deloi f;(v),V, =v+dv}
P{V, =v+dv}

lim
dv—0

0. fi (v)
3
> aifi (v)
i=1

otl g; est la probabilité que ’hypothése H; soit vraie. Nous
cherchons donc & estimer la suite d’hypothéses pour tout
n. Une fagon de visualiser tout les séquences d’hypotheses
possibles, est de construire un treillis & deux états, ou les
états correspondent aux valeurs de A,, et les transitions
aux différentes hypothéses. Ce treillis est représenté par
la figure 2.

Ay =a

P n+1,0

P n-1,0

Figure 2, Treillis des hypothéses

Comme indiqué dans la figure, & chaque instant n on
associe aux transitions les probabilités correspondantes.
Notons par P,; la probabilité que V;, suit une loi f; (v).
Le probléme peut maintenant étre posé comme suit : étant

)
)
)



donnés N échantillons du processus, on cherche le chemin
dans le trellis qui maximise la probabilité :

N
max (Pyiobat) = max H P
n=1

N
= —min) InPy; (1)

n=1

otl le calcul du minimum se fait sur tous les chemins possi-
bles. Cette minimisation correspond & ’estimation maxi-
mum @ posteriori de Pyopat, C’est-a-dire & la suite d’hypo-
théses la plus probable sachant la suite {V,}. On voit
sans mal de P’équation (1) que si 'on associe aux transi-
tions le logarithme des probabilités, alors la maximisation
revient & trouver le chemin le plus court du trellis. Ceci
est un probléme classique de communication, et peut étre
effectué par I'algorithme du Viterbi [5]. Si I'on suppose
connues la premiére et la derniére valeur du jitter, 4 et
Ap, il y a une correspondance unique entre la séquence
des hypotheses et les A,.

4.2 Interpolation pour obtenir une esti-
mation de X (t)

Lorsque I'on posséde une estimation de la suite {A,},
{A,}, nous pouvons utiliser ces valeurs afin d’effectuer une
interpolation permettant un ré-échantillonnage de X (t).
Plusieurs algorithmes existent dans la littérature, dont un
des plus utilisés est 'interpolation par des splines [6].
L’idée de base de I'interpolation par splines est d’approx-
imer le processus X (t) par une suite de polyndmes de
degré M :

X(t)=fa(®)

ot les instants ¢, sont donné par :

t € (tn,tnt1)

n="n-— Avn
Afin de rendre X (t) la plus réguliére possible, on exige
la continuité de ses M — 1 premiéres dérivées. Sous cette
contrainte, et si de plus on affecte des valeurs aux dérivées
aux deux extrémités, les N — 1 fonctions sont définies de
maniére unique. Le cas le plus utilisé dans des applications
pratiques est M = 3. Les avantages de choisir un ordre
si faible sont premidrement que cela réduit la complexité
de 'implantation et, deuxiémement, que f () oscille peu.
En fait, lorsque M = 3, on démontre que :
tN ,,2 tN ~,,2
X ()dt> X (t)dt
t1 tl
ol X" (t) et X" (t) sont les deuxidmes dérivées de X (t) et
X (t) respectivement. Cette relation exprime le fait que
la fonction interpolée n’oscille pas plus que la fonction de
départ.

5 Exemples de simulation

Avant de présenter les résultats de la reconstruction, deux
remarques semblent pertinentes. Premiérement, dans
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cette reconstruction par ’algorithme de Viterbi, on ne de-
mande pas plus d’information que dans le cas linéaire.
Ceci veut dire que toute amélioration que l'on obtient
par cette méthode est le résultat de l'utilisation de la
nature non gaussienne du signal échantillonné. En sec-
ond lieu, nous avons considéré un cas simple oil les cal-
culs des différentes lois se faisaient d’une maniére sim-
ple. Néanmoins, rien n’empéche la généralisation de la
méthode pour un processus de Markov comprenant plus
d’états.

Nous allons étudier les performances de notre méthode
dans deux cas particuliers, qui different par la largeur du
spectre de processus du départ. Ainsi on définit le ”spec-
tre 6talé” et le "spectre étroit” par 0% = § et 0% =
respectivement.

Puisque la reconstruction comprend
deux étapes différentes, il est intéressant de suivre le com-
portement de la méthode aprés chacune de ces opérations.
Premiérement, nous allons étudier la performance de l’es-
timateur de la suite {A,}. Deuxiémement, ces résultats
seront utilisés pour ré-échantillonner le processus X ().
Les deux figures ci-dessous donnent la probabilité de mau-
vaise estimation de A,, en fonction de a pour des valeurs
différentes de pog.

0.1 02 ¢ 03 0.4 0.5

Figure 3, Probabilité de mauvaise détection de Ay,
spectre étalé

0.0

0.1 0.2 o 03 0.4 0.5

Figure 4, Probabilité de mauvaise détection de A,,
spectre étroit

Nous observons tout d’abord que la probabilité de pren-
dre la mauvaise décision diminue lorsque o augmente.
Cette observation est conforme & ’intuition dans la mesure
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ot de faibles valeurs du jitter entrainent des faibles vari-
ations des lois f; (v). De plus, et pour la méme raison,
on remarque que la probabilité de prendre la mauvaise
décision diminue lorsque po diminue.

Afin de pouvoir comparer les performances de la nouvelle
méthode avec celle de Balakrishnan, on définit son gain
par le rapport des variances de Perreur de reconstruction
des deux méthodes. Notons par 0% et 0¥ les variances re-
spectives de 'erreur de reconstruction par la méthode de

Balakrishnan et par notre méthode. Alors le gain s’écrit :
o2

G=-2

1%

ol G > 1 implique que la nouvelle méthode posséde une
performance supérieure a celle de Balakrishnan. Les deux
figures 5 et 6 donnent les résultats de simulation du gain
en fonction de o pour chacun des deux spectres considérés

précédemment.

0.1 0.2 o 0.3 0.4 0.5
Figure 5, Gain de reconstruction, spectre étalé

3.0 .

25

1.5 |

1.0

0.5

0.0

0.1 02 Q 03 0.4 0.5

Figure 6, Gain de reconstruction, spectre étroit

On voit sans mal que, pour certaines valeurs de
o, a%,po, le nouvel algorithme obtient des résultats net-
tement supérieurs & ceux de Balakrishnan.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une méthode non
linéaire de reconstruction des processus gaussiens échantil-
lonnés avec un jitter aléatoire. Elle est basée sur l'esti-
mation de la suite du jitter par l’algorithme de Viterbi

suivie par un ré-échantillonnage du processus de départ
par moyen des splines d’ordre trois. On a démontré que,
sous certaines conditions, cet estimateur donne lieu &
une erreur de reconstruction plus faible que l’estimateur
linéaire optimal.
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