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Résumé

Nous exposons quelques applications récentes
de P’analyse fractale en traitement du signal. La
premiére partie du papier présente de maniére
succinte les outils théoriques, qui sont ensuite ap-
pliqués & des problémes en segmentation d’images
et synthése de la parole.

1 Introduction

Les progrés récents en analyse fractale permet-
tent d’aborder avec de nouveaux outils des pro-
blémes classiques en traitement du signal. Le but
de ce papier est de présenter un survol de quelques
unes de ces nouvelles techniques et du parti que
I'on peut en tirer.

Nous décrivons dans un premier temps les bases
de I’analyse multifractale et de ’analyse de la
régularité ponctuelle d’un signal déterministe ou
stochastique. Nous appliquons ensuite ces concepts
4 deux problemes: segmentation d’image et syn-
thése de la parole.

2 Les outils

2.1 Analyse multifractale

L’analyse multifractale, introduite dans les an-
nées 80 par des physiciens pour rendre compte
de phénomeénes apparaissant en turbulence, s’est
ensuite développée sous 'impulsion de physiciens
et de mathématiciens [5, 6, 8,11, 10,12, 9, 7]. La
principale motivation est d’effectuer une analyse
fine des comportements “singuliers” de mesures:
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We review a few recent applications of fractal
analysis to signal processing. The first part of
the paper briefly presents the theoretical tools,
which are then applied to problems such as im-

age segmentation and speech synthesis.

Soient v, une suite croissante, 1 une mesure et
{(4n,5)1<j<u, }n>1 une suite de partitions de [0, 1],
en intervalles emboités semi-ouverts a droite, et
dont la taille tend vers 0 quand n tend vers l'in-
fini.

On note I,(t) 'intervalle I,, ; qui contient ¢.

On considére pour (z,y) € R?:

v —1

1
Xnle,y) = J-log 3 /(T s)™ L |~
n J'—_-O

ot ' signifie que la somme est prise sur les J
tels que p(1, ;) # 0.
Soient :

1OII

X(z,y) = lmno Xn(2,y) et @ = {(2,y)/ X (2,y) < 0}

On peut montrer [5] qu’il existe une fonction
concave ¢ telle que:

Q= {(z,9)/y < ¢(z - 0)},

on pose alors:
7(g) = $(g~1) et fi(a) = inflga~7(g)] = *(a)

ol * désigne la transformée de Legendre.
D’autre part, soient

an(z) = log#(ln(w))
" log |In(z)]
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et a(z) = nlim an(z) quand elle existe.
— 00
On définit alors:

Ey ={z/a(z) = a}
et on note:
fh(a) = dimH Ea

ol dimgy est la dimension de Hausdorff.
Finalement, on considére la double limite sui-
vante (quand elle existe):

avec

Ni(a) = card{l, ;/an(tn;) € [ —€,a + €[}

Effectuer une analyse multifractale de u consiste
a calculer les trois fonctions fp, fg, fi, qui fournis-
sent des informations complémentaires: f ren-
seigne sur la répartition géométrique des singu-
larités, alors que f, renseigne sur leur distribu-
tion statistique. Ces deux fonctions sont en gé-
néral tres difficiles a calculer, aussi bien quand
on dispose d’'un modele que quand on travaille
sur des données numériques. C’est ici qu’inter-
vient f;, qui présente 'intérét d’étre facile a cal-
culer. Le formalisme multifractal s’intéresse au
lien entre les fonctions fy, f et f;. Un cas favo-
rable est celui ol ces trois fonctions sont égales.
Ceci se produit notamment lorsque ’on a affaire
a des mesures dites multiplicatives. Dans le cas
général, on peut seulement prouver que [3, 5] :

thfgSfl-

On peut généraliser cette analyse & I’étude de
suites de capacités de Choquet, classe plus gé-
nérale que celle des mesures, et qui s’introdui-
sent naturellement dans plusieurs applications,
notamment en segmentation d’images. On montre
alors que:

~ Pour une large classe de suites de capacités,
on a:

= fi

ou f;* désigne [’enveloppe concave de f,.

- Quelles que soient une mesure v dont le spectre

vérifie certaines conditions de régularité, et
une fonction [ appartenant ¢ une classe as-
sez générale, il eriste une suite de capacités,
définie a partir de v, dont le spectre f}, est
exactement f.

2.2 Régularité locale des signaux

Rappelons la définition suivante:

Une fonction f est d’exposant de Holder 5 au
point tg ssi:
i) Pour tout réel v vérifiant v < 3, on a:

f(to +h) — P(h)]

Jim | =0

h—0 ]
ii) if 8 < 400, pour tout v > 3, on a:

: [f(to + k) — P(h)|
lim sup = = 400
h—0 D
ot P est un polynéme qui ne dépend que de tg,
et qui est de degré inférieur ou égal & la partie
entiere de 3 .

Appelons fonction de Hélder oy d’une fonction
continue f, la fonction qui & tout point ¢ associe
'exposant de Hoélder de f au point ¢. On se pose
le probléme suivant :

Etant donné une fonction s(t) vérifiant éven-
tuellement certaines conditions, et {(z;,y;),1 =
1,...,N} un ensemble de N points, construire
une fonction continue f telle que:

af(z) =s(z) et f(z)=y VYi=1,...,N.

Un premier résultat est le suivant:

Soit s(t) est une fonction continue de [0;1]
dans [a;b] CJO;1[, telle que s(t) < a,(t) pour
tout t € [0;1]. La fonction de Weierstrass géné-
ralisée :

&9}

F@) =" AksWgin(\ky)
k=1
est telle que:
ap(t) = s(t)

des que A est suffisamment grand.
Dans [1], le probléeme est résolu de maniére plus
complete: le résultat principal est que, dés que



s est limite inférieure d’une suite de fonctions
continues, on peut effectivement construire une
fonction f qui répond & la question. f peut étre
obtenue en rendant la fonction de Weierstrass en-
core plus “lacunaire”, ou bien comme attracteur
d’un IFS (systéme de fonctions itérées), ou encore
a partir d'une construction par ondelettes.

2.3 Processus stochastiques

On peut se poser le méme type de question
qu’au paragraphe précédent, mais cette fois pour
des processus stochastiques au lieu de fonctions
déterministes. Il s’agit donc de construire un pro-
cessus non stationnaire dont 'exposant de Holder
ponctuel est prescrit

On généralise pour cela le classique mouvement
Brownien fractionnaire (mBf) de la maniére sui-
vante :

Sott H : (0,00) — (0,1) une fonction de Hél-
der d’ezposant 0 < 8 < 1. La fonction aléatoire
notée Wg(t) ou Wy, (t), de paramétre la fonc-
tionnelle H, définie par l’intégrale stochastigue
suivante pour t € (0, c0),

Wi (8) = marm)

{J2l(t = 8)Hem1/2 — (—s)He-1/2)a W (s)

+ fy(t = s) 2 2aw ()}

est appelée mouvement Brownien multifraction-
naire (mBm).

Les principales propriétés du mBm sont les sui-
vantes [4]:

- Wgy, est continu presque surement.

- Soit (Yi)(s>0) un mouvement Brownien mul-
tifractionnaire et soit t —— H, son para-
métre fonctionnel Holdérien d’ordre 0 < [ <
1, tel que pour tout t > 0, H(t) < 3. Alors,
il existe une unique fonction positive conti-
nue t — oy telle que le processus (Zt)(s>0)
défini par Z; = 0,Y; soit continu et vérifie la
propriété suivante

T — 7
Vm,(_#jr_h_t

L, > — 1 lorsque h — 0.

Le processus (Zt)(+>0) est appelé mouvement
Brownien multifractionnarre standard.

- Soit (Yy)e>0 un mBm muni du paramétre fonc-
tionnel H. Alors, avec une probabilité un,
le graphe de (Y:)i>o vérifie la propriété sui-

vante:

Pour tout tg > 0 et 7> 0,

2- max Hy < dimp{Graph(Yy, |t —to| < 1)}
t—ty|<n
< dimp{Graph(Ys, |t - to| < 1)}
< 2- min H;

ft—to|<n

- Soit (By(t))i>0 un mouvement Brownien frac-
tionnaire d’indez H (0 < H < 1), alors pour
toute constante K > O et pour tout intervalle
[a,b] C]O,1[ nous avons presque sirement

lim sup
n—0 o< H H'<b, |H'-H|<n te[0,K)

3 Applications

3.1 Segmentation d’Images

Un étape importante dans 'analyse des images
est la segmentation, qui consiste & obtenir une
description de l'immage en termes de contours et
de régions.

Les approches classiques dans ce domaine sup-
posent généralement qu’une image est la trace
discréte d’un processus sous-jacent C! par mor-
ceaux. En effectuant un filtrage, on peut alors
par exemple extraire le gradient du signal, dont
les extrema de la norme correspondent & peu prés
aux contours. On peut aussi raffiner les résultats
en appliquant des méthodes multirésolutions, en
particulier fondées sur des transformées en onde-
lettes.

Les inconvénients d’une telle conception sont
les suivants: un filtre donné n’est adapté qu’a
un seul type de contours; le lissage préalable en-
traine une perte en localisation ; I’hypothése d’un
processus Ct par morceaux sous-jacent n’est pas
toujours réaliste: en présence de textures, ces dé-
tecteurs échouent.

Une alternative est de considérer que 'image
induit une mesure, connue jusqu’d une résolu-
tion fixée, et aussi irréguliére que ’on veut, et de
quantifier alors ses singularités. L ’approche mul-
tifractale s’inscrit dans ce cadre.

sup |Bg(t)~Bg:(1)] = 0.
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Le principe général est le suivant: & partir des
niveaux de gris de 'image, on définit diverses me-
sures et capacités. On peut alors effectuer une
analyse multifractale de ces capacités, et en dé-
duire des informations sur la structure de I'image.
Une spécificité de cette approche est qu’elle tient
compte a la fois des comportements locaux (via
a) et globaux (via f(a)) [2]. D’autre part, au-
cune hypothése n’est faite quant & la régularité
du signal étudié.

Aspect local:

Les contours et autres points remarquables de
I'image (coins, lignes, etc ... ) induisent des va-
leurs particuliéres des exposants de Holder. Ces
exposants permettent de détecter des singularités
de toutes sortes, méme quand le gradient n’est
pas calculable, et ce sans lissage.

Voici quelques exemples de suites de capacités
que l'on peut définir: soit (I, ;), Pensemble des
pixels de I'image a la résolution n, et soit p,(7, ;)
le niveau de gris de I, ;. On définit, pour une
région 2 de 'image:

Z Pul(Inj)

I‘lujCQ

Hax(2) = su;) Pa(dnj)
)~

Frin($) = mf pn(In )
11]

Hiso(2) = #{In; CTQ |pa(ln;)—pn(ln;, )| < 6}
ou I, ;, est un pixel fixé de 0 et § est un seuil
arbitraire.

Aspect global:

Le lien entre analyse multifractale et théorie
des grandes déviations (c’est-a-dire entre f, et
fg) est & la base du processus global de segmen-
tation.

Celui-ci ne nécessite en pratique que I’hypo-
thése “faible” que fj, = f,. Si on suppose de plus
que fr = fi (hypothése “forte”), alors, en appli-
quant le théoréme d’Ellis avec:

Y, = log /‘(An)

ou A, est une région de taille ¢, = 27", on
montre que f(ca) est directement lide 3 la fonction

de taux de grande déviation, i.e:

Pr(a, > afa > ay) ~ 20f(@)=Do)

ou Dy est la dimension du support de la me-
sure, aps la valeur qui rend f(a) maximum, et
an, I'exposant de Holder calculé & la résolution n.

Intuitivement, cette relation signifie que f(a)
est relié & la fréquence d’apparition d’une valeur
donnée de a dans une image vue & une certaine
résolution. Or, comme le montre la figure 1, la
perception visuelle d’un contour, par exemple,
est liée non seulement a la singularité locale que
ce contour induit, mais aussi a la rareté d’obser-
vation de cette singularité. Suivant la valeur de
f(a), on pourra ainsi décider & quel type de zone
appartient un point donné.

L- \/1/ I/\’
>
> /|/>\r2

Fi1c. 1 - Trois lignes. Une texture binaire. Trois
cowns. Une texture binaire.

Ces idées peuvent étre formalisées dans le cadre
d’une approche Bayésienne, qui permet d’obtenir
des résultats robustes, en utilisant conjointement
plusieurs capacités.

La méthode employée est la suivante: tout point
(z,y) est caractérisé par un type de singularité ¢
(variable discréte), comme par exemple une marche
ou une ligne, et par la hauteur relative h de cette
singularité (variable continue). On cherche le couple
(t, h) le plus probable, connaissant un vecteur A
d’exposants de Holder calculés en ce point. On
écrit classiquement:

Pr(A/(t,h))Pr(t, h)
Pr(A)

et on cherche & maximiser le membre de gauche.

Pr{(t,h)/A) =

Celarevient a maximiser le produit Pr(A4/(¢, h))x
Pr(t,h), puisque Pr(A) est ici constant. Si le
point (z,y) n’est pas dans une région uniforme,
il est raisonnable d’admettre que ¢ et h sont in-
dépendants: Pr(t,h) = Pr(t)Pr(h) .

Les prohabilités a priori sont reliées aux spectres
multifractals. En effet, on montre que:

Pr(t € T) = Pr(a},, € 4;)
et

PT(h € /\) PT( ma:c € Am)
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Ainsi, calculer Pr(t,h) revient & évaluer les
deux spectres fg(@iso) and fo(@maz), ce qui peut
étre fait directement sur les données.

En ce qui concerne la probabilité condition-
nelle, les calculs analytiques ne peuvent &tre me-
nés que dans certains cas particuliers. En général,
les lois sont obtenues par simulation.

La figure 2 montre un résultat de segmentation
obtenu avec cette méthode.

FIG. 2 - I'mage originale et contours obtenus par
segmentation multifractale

3.2 Synthése de la parole

La méthode de synthése de la parole dévelop-
pée par le CNET consiste & segmenter une voix
humaine enregistrée, stocker les unités accous-
tiques (logatomes) obtenues dans un dictionnaire,
puis les concaténer pour créer la méme voix. Ces
concaténations d’unités acoustiques sont effectuées
suivant un algorithme, appelé PSOLA, d’addi-

~

tion et de recouvrement qui fournit une bonne
qualité de voix. Il serait cependant souhaitable
de pouvoir créer une voix de synthése sans enre-
gistrer tout un dictionnaire. L’enjeu économique
de cette application est important. La création
d’un dictionnaire est en effet une étape longue et
cotliteuse: il faut quelques trois mois pour enregis-
trer et segmenter les 1200 logatomes nécessaires
en Francais.

Dans le cadre fractal, une solution possible re-
pose sur le codage de chaque diphone d’un dic-
tionnaire par un IFS. Les avantages d’'un tel co-
dage sont multiples: 'utilisation de bases de fonc-
tions quelconques pour 'IFS (affines, polynémiales,
homographiques, polyndmiales en sinus, etc ... )
autorise la génération de signaux trés divers, et

pas seulement de ceux ayant un aspect self-similaire.

Le codage IFS met d’autre part en évidence cer-
taines propriétés structurelles du signal (dimen-
sion, nombre et type de fonctions). Il permet aussi
de le synthétiser & différentes résolutions, de le
déformer suivant une trajectoire contrélée (in-
terpolation fractale entre deux signaux), et enfin
d’effectuer de la compression de données. La diffi-
culté essentielle est la résolution du probléme in-
verse: il s'agit de la détermination automatique,
& partir du signal, des éléments composant le
code IFS.

On montre qu'un IFS peut effectivement co-
der de fagon satisfaisante un signal vocal (cette
représentation permet en particulier d’effectuer
des rééchantillonnages qui respectent la nature
du signal). Un exemple de reconstruction sur le
son /a/ est présenté figure 3.

Fi1G. 3 - Voyelle /a/, signal original (¢ gauche)
et reconstruction (¢ droite) a l’aide d’un codage
IFS.

La procédure de synthese est alors la suivante:
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a partir de 2 dictionnaires,

- Trouver I'F'S correspondant & chaque diphone
des dictionnaires.

— Faire une interpolation fractale entre chaque
diphone des dictionnaires.

Sous certaines conditions techniques, chaque stade
de I'interpolation géneére une “voix” intermédiaire.
Le calcul des IFS (résolution du probleme in-
verse) peut se faire en estimant la régularité lo-
cale en chaque point, et en effectuant ensuite une
synthése suivant les techniques exposées en 2.2
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