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RESUME

Nous nous intéressons & la reconstruction tridimension-
nelle (3D) d’un objet & partir de mesures incomplétes et
bruitées du champ électromagnétique diffracté par cet ob-
jet. Il s’agit d’un probléeme inverse mal-posé, d’autant
plus que les mesures effectuées dans un plan sont trés in-
suffisantes pour une reconstruction 3D. Nous proposons
de résoudre le probléme dans le cadre d’une approche
bayésienne au sens du maximum a posteriori (MAP)
avec des lois a priori & maximum d’entropie (ME) pour
Pobjet. La reconstruction 2D par cette approche a déja
donné de bons résultats [4]. Cette communication présente
Iextension de cette approche au cas 3D en prenant en
compte les difficultés particuliéres posées par la reconstruc-
tion 3D.

1. INTRODUCTION

La reconstruction d’un objet a partir de mesures
d’ondes électromagnétiques diffractées recueillies au-dela
de l'objet est largement étudiée dans plusieurs do-
maines d’applications : imagerie médicale, exploration
géophysique, contréle non destructif, etc. Le probléme est
souvent considéré dans le cadre 2D et résolu avec succes
par une variété de méthodes. La reconstruction d’un ob-
jet 3D reste encore un probléme ouvert [5], car dans le
cas 3D : le nombre de mesures est nettement inférieur a
celui d’inconnues (nombre de voxels), ce qui est di aux
contraintes de temps ou de géométrie de P'acquisition de
données. Le remplissage des données manquantes par la
rotation de Pobjet qui peut étre satisfaisant dans le cas
2D peut devenir impossible pour certaines positions dans
le cas 3D ou méme impraticables pour certaines appli-
cations (par exemple, exploration géophysique, recherche
des fissures dans un milieu fixe en contrdle non destruc-
tif,...). Ces limites rendent la reconstruction 3D plus dif-
ficile. Nous allons analyser ces difficultés dans le cas d’un
systeme d’imagerie par diffraction.

Considérons le cas d’un systéme d’imagerie a ondes
diffractées ot la présence de 'objet est caractérisée par une
source de courants équivalents J dont le module J #0a
Pintérieur de Pobjet et J = 0 & 'extérieur de l'objet. La
relation entre la source de courants équivalents et le champ
diffracté est présentée par ’équation intégrale suivante :

E(7) = —iwoy///(v)ﬁ(F,ﬁ)f(ﬁ)dV + B ()
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ol @(77,73) est la dyade de Green, #(z,y, z) est le vecteur
repérant un point de mesure, 73(.11" y', 2"} est le vecteur lo-
calisant un point dans la source, 1" est le volume de 'objet,
B représente le bruit de mesure, wy est la fréquence angu-
laire de I'incidence et g est la perméabilité magnétique du
milieu.

Notre but est de reconstruire 'objet J & partir de
mesures du champ diffracté E. Cette reconstruction est un
probléme inverse mal-posé a cause de la non-unicité dans la
résolution du probleme de diffraction inverse [2] et surtout
de Pinstabilité de la solution.

Nous considérons le cas ot 'objet 3D est discrétisé en
(N x N x N) voxels et le plan de mesure est constitué de
(M x M) détecteurs. Nous possédons alors M? données
pour estimer N3 valeurs et souvent M? <« N2 . Ce grand
manque de données rend le probléme de la reconstruction
3D encore plus délicat.

Dans cette étude, nous avons choisi de recueillir les
données sur trois plans perpendiculaires a trois axes du
systeme de coordonnées cartésiennes. Les mesures ef-
fectuées sur chaque plan s’appelent un jeu de données
planes, nous avons donc & reconstruire un objet tridimen-
sionnel & partir de trois jeux de données planes.

En choisissant la configuration du systéme de mesure
(Figure 1) dans laquelle le domaine d’investigation est un
cube et les mesures sont effectuées sur un plan perpendic-
ulaire & la direction de propagation des ondes planes in-
cidentes, le recueil de ces trois jeux de données peut étre
effectué sur un seul plan grace a la rotation de ’objet de
90 degrés. Le choix de cette configuration présente un
autre avantage : 'opérateur représentant ce systeme de
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mesure a des propriétes de symétrie, que ’on peut prendre
en compte pour développer un algorithme de reconstruc-
tion 3ID pas trop colteux en volume et en temps de calcul.

|—= |
=

y Plan

N Plan de mesure
d'incidence

Figure 1. Configuration du systéme de mesure.

2. MODELISATION DU PROBLEME DIRECT

La forme discréte de ’équation (1) s’écrit :
e=Gj+b (2)

ou les vecteurs e, j et b représentent respectivement
les mesures du champ diffracté, la source de courants
équivalents et le bruit, G est une matrice déduite de la
dyade de Green G(7,77) et de la géométrie 3D du systéme
de mesure.

Notons 7, (ou 7) : lobjet initial, R; : l'opérateur de
rotation, g, et 75 : les objets obtenus aprés les rotations
successives de 'objet initial suivant les axes (z, y et z).
Nous avons :

Jo = Rajy
Js = Rogy
ou bien
j1 =R, = R34

Les relations entre les trois jeux de données e, , e,, e et
J 3 y €3
71, 3o €t 75 peuvent s’ecrire

elsz1+b1:Gj+bx:Glj+bx (3)
82:Gj2+b2:Gle+b2:G2j+b2 (4)
ey = Ga+by = GRoj+by = CGoj+by.  (5)

ou encore
€ GOO jl b1 Gl bl
ex | = | 0GO | | gy |+| b2 | =] Go | [F]+] b2
€3 00G j3 b3 GB b3

A cette étape le choix de la configuration (Figure 1) et
de la rotation de I’objet suivant les axes est encore une fois
justifié, car 'opérateur R; correspondant est une matrice
qui ne contient que des 0 ou 1. Ceci permet de calculer j,
et 75 ou Gy et Gg avec une économie considérable de place
mémoire et de temps pour un algorithm 3D.

Si nous connaissons les trois ensembles de données e,
e, et 4, pour obtenir la solution 7 nous avons & inverser
la relation (6) dans laquelle la matrice &G est trés mal-
conditionnée. Nous proposons une méthode d’inversion
fondée sur Uestimation bayésienne au sens du maximum
a posterior: que nous présentons dans le paragraphe suiv-
ant. Nous reviendrons sur la mise en ceuvre de la méthode
proposée dans le cas 3D dans la section 4.

. X 5
de moyenne nulle et de variance connue ¢*

3. RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE

L’approche bayésienne présente un atout, parmi autres,
permettant d’inclure les informations a priori dans la
résolution d’un probléme mal-posé [1]. Dans le cas de
Pimagerie & ondes diffractées, les fondements de la méthode
proposée et son application en reconstruction 21D se trou-
vent dans la référence [4], 'un de nos travaux antérieurs.
En résumé : pour une équation de type (2) la régle de
Bayes permet de combiner information a priori sur I’objet
inconnu 7, traduite par une loi de probabilité p(g) et
Pinformation contenue dans le modéle de mesures et les
données e, traduite par la vraisemblance p(e/7), dans la
loi a posteriort p(j/e). La solution MAP est :

J)p(e/3)}. (7)

~

7 =argmax {p(g/e) x p(J
2

L’étape essentielle dans l'approche bayésienne est la
modélisation des informations « priori par des lois de prob-
abilité.

Dans cette étude, nous référons a des lois a priori & max-
imum d’entropie qui ont la forme exponentielle suivante :

p(F) aoxl)[ Z(hm jl (8)

3
ol ¢p(7) = Z;;V:l @r(Jn) et 8y sout les paramétres de la loi
(hyperparametres).

A titre d’exemple, on peut mentionner les lois Gamma,
Béta, gaussienne tronquée, etc. lLes avantages de ces
lois sont nombreux: elles apparticnnent & la famille des
lois exponentielles généralisées. Parmi ces lols, certaines
possedent des propriétés intéressantes : l'invariance par
changement d’échelle de I'estimateur [3], Pexistence d’une
relation analytique entre les hyperparamétres de ces lois
et leurs deux premiers moments. ce qui facilite Pétape
d’estimation de ces hyperparametres par utilisation de la
méthode des moments (MM).

Dans notre exemple, nous avons travaillé avec la
loi Gamma dépendant de deux parametres et ayant
I’expression suivante :

p(3) o exp [=0101(5) — O2¢2(5)] (9)
avec
N® N
1(G) = log ju et ol Z]n (10)

n=1

Quant au modele de données. en supposant le bruit blanc
. NOUSs avons

-1.—[8 — Gyl'le — G3).

o2
(11)
Prenant en compte (9) et (11). la solution MAP (7) de-
vient :

ble/d) o oxp |~ 50| wvec QU =

~

G = argmin {F(j) =
J

QU+ 0101(5) + 0202(5)} . (12)

Etant donnés les hyperparamétres (01,05) le critére (12)
est convexe en j et sa minimisation peut se faire aisément
par un algorithme de gradient ou de gradient conjugué.
Dans le cas ol (61, 82) ne sont pas connus, nous avons pro-
posé une méthode fondée sur le maximum de vraisemblance
généralisée et sur la méthode des moments qui permet,
d’une maniére itérative, d’estimer conjointement ’objet 7

et (61,02) [3], [4]-



4. MISE EN OEUVRE ET SIMULATION

La mise en ceuvre de la méthode proposée dans le cas 3D
comporte les étapes suivantes :

- Création d’un objet original 3D et rotation de l’objet
suivant les axes ('obtention des trois objets it 72 _73)

- Calcul des trois jeux de données e,, e, et e; correspon-
dant aux champs diffractés produits par ’objet initial et
Pobjet en rotation selon (3), (4) et (5).

-‘Inversion de la relation (6) d’aprés le critére (12). Le
terme & minimiser s’ecrit

3 2
F@G) =) lle: = GuillP+ > 6xx(d)  (13)
i=1 k=1
Le gradient de I’expression (13) est

3 2
VF(j) = -2 Gller = Gif) + Y 0:Ver(3).  (14)
i=1 k=1

La solution optimale 7 satisfaisant la condition VF(3) = 0

est,
-1 3

> Gle (15)
i=1

ol D est une matrice diagonale dont les éléments sont
Dnp = %Zzzl 9;9%;‘.5—:. Dans le cas général les éléments
de la matrice D dépendent de 7 et I’équation (15) est im-
plicite en j. Dans le cas des lois entropiques D est une
matrice diagonale et elle devient une matrice identité pour
3

le cas gaussien (¢x(5) = 20, 72).

En remplagant G; = G, G2 = GRy, Gz = GRy dans
(15) et notant que pour un opérateur de rotation de 90 de
degrés nous avons

j= {Z(GzGi + D)

i=1

R = R
et de plus 'opérateur G est tel que
RIG'GR, = G'G = R,G'GRy, (16)
nous en déduisons
i= %(GtG + D)~ }(G'e, + RG'e, + RyG'ey).  (17)

Notant
71 =(G'G+ D)~1Gle,
3, = (G'G + D) 'R!G'e,
35 = (G'G + D)"IR’QGte3
nous obtenons

.1, - .
J= 5(31 + 32+ 33) (18)

qui permet de décomposer le probléme initial en trois
problémes de méme structure. Ceci contribue & réduire
le cofit de cacul global de la reconstruction. Appelons 7
la reconstruction finale, elle est obtenue & partir de trois
reconstructions simples j, 75 et J3.

Pour illustrer la performance de la méthode proposée,
nous avons réalisé les simulations avec Vobjet original 3D
asymétrique, de taille et de forme différentes en chaque di-
rection. Le domaine d’objet est discrétisé en (15 x 15 x 15)
voxels et la mesure est effectuée sur un plan de dimen-
sion (15 x 15). L’algorithme développé pour cette méthode
donne des résultats avec un coiit raisonnable de calcul (les
reconstructions simples sont obtenue aprés 6 itérations).
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Le résultat de la reconstruction 3D & partir de mesures
fortement bruitées (rapport signal & bruit % = 10dB) est
présenté dans la figure 2.

La qualité de la reconstruction est mesurée par une
distance 1'e2lative entre les objets original et reconstruit

= % Dans cet exemple D = 0, 38.

5. CONCLUSIONS

Nous avons proposé une méthode de reconstruction tridi-
mensionnelle & partir de trois ensembles de mesures planes
sachant qu’en principe, ces trois jeux de données ne sont
pas suffisants pour reconstruire un objet 3D de forme quel-
conque. Nous examinons ensuite cuelle est la limite de
la validité de cette méthode. En effet, suivant I’équation
(1), chaque champ diffracté mesuré sur un plan (perpen-
diculaire & Paxe z, par exemple) est. 'intégrale des champs
diffractés contribués par toutes les coupes de I'objet 3 dans
la direction z. Sans information supplémentaire I'inversion
de cette relation ne peut donc fournir le détail de chaque
coupe, seule la moyenne de j dans la direction z est obtenue.
Par conséquent, plus les coupes sont identiques (en direc-
tion z), c’est & dire qu’elles ne dépendent pas de z, mieux
elles sont reconstruites. Le meme ralsonnement est valable
pour d’autres directions (@ ot y). Cleci se traduit par des
propriétés de séparabilité pour l'objet a reconstruire :

J(JL’,;U‘ 7)) = J.,-(.l')//_,/(.I/)J;(Z)

et de symétrie par rapport & chacun des axes ol J,(z),
Jy(y) et J.(z) sont les fonctions paires. Plus ces propriétés
sont respectées, meilleure est la qualité de reconstruction.
L’objet symétrique (cas factorisable particulier) sera bien
reconstruit & partir d’un seul (au licu de trois) ensemble de
mesures planes.

La figure 2 montre aussi I'influence de non respect de la
propriété de séparabilité sur la qualité de reconstruction car
I’objet est choisi exprés non factorisable dans cet exemple.
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a) Objet 3D original

b) Mesures sans bruit

Parametres de reconstitution
H=Log x, S=x
Lamda, Mu iteres

MA
nrec=6, niter=6, init=3

S/N=10dB
sigmar=1.682,sigmai=1.682

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e) Reconstruction simple 1

S

f} Reconstruction simple 2

g) Reconstruction simple 3

h) Reconstruction finale

Figure 2 Reconstruction 3D

(Pobjet est présenté coupe par coupe et la valeur des voxels est normalisée en 256 niveaux de gris)
a) objet original 3D asymétrique, de taille et de forme différentes en chaque direction,

b) mesures simulées dans un plan sans bruit
oy 5 _
c) mesures fortement bruitées avec 5 = 10dB,

(les données étant des grandeurs complexes, seuls leurs modules sont présentés)

e. f et g) reconstructions simples (§;=Lambda, §o=Mu, ¢;=H et ¢,=5),
h) reconstruction finale.



