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RESUME

Cette communication présente une nouvelle mé-
thode pour la régularisation du probléme inverse
en électrocardiographie. Notre objectif est la re-
construction des potentiels épicardiques & partir
des mesures de potentiels effectués a la surface du
torse. Cette technique non-invasive est trés utile
pour effectuer le diagnostic des maladies cardiovas-
culaires. Nous utilisons la corrélation temporelle
des potentiels épicardiques comme information a
priori pour régulariser le probléme inverse. Cette
information a été introduite dans [1] sous forme
d’un modéle d’état. Notre contribution est le déve-
loppement d’une méthode d’identification des pa-
ramétres de ce modéle par maximum de vraisem-
blance. Toutes les quantités inconnues sont déter-
minées & partir des seules données disponibles: les
potentiels thoraciques.

1 Introduction

Le probléme inverse en électrocardiographie (PIE) a pour
objectif I’évaluation quantitative de l'activité électrique a
la surface du coeur (potentiels épicardiques (PE)) & partir
de mesures de potentiels effectuées sur le torse (potentiels
thoraciques). L’obtention de résultats précis est d’un grand
intéret pour effectuer de maniére non-invasive le diagnos-
tic de maladies cardio-vasculaires. Il s’agit d’un probléme
mal posé, qu'on est amené 3 régulariser en introduisant
des informations a priori sur la solution cherchée. La re-
construction des PE par les méthodes classiques de régu-
larisation au sens de Tikhonov manquent de précision et,
par conséquent, ne permettent pas une interprétation cor-
recte de V'activité électrique cardiaque. Récemment, Oster
et Rudy [2] ont montré Pintérét de la prise en compte d’in-
formations sur les corrélations temporelles des PE. Mais ces
auteurs n’expliquent pas comment, dans la pratique, intro-
duire ces informations dans la procédure de reconstruction.
Brooks et coll. [3] répondent partiellement & cette question
mais 'information introduite est limitée et ’estimation des
parameétres de régularisation reste problématique.

Nous proposons une méthode pratique permettant de ré-
soudre conjointement ces deux aspects du probléme. Dans
un premier temps nous introduisons un modéle d’état de
la corrélation temporelle. Ceci nous permet une paramétri-
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sation de la structure de corrélation plus souple que celle
introduite dans [3]. Connaissant les parameétres du modéle,
les PE peuvent é&tre calculés 4 l’aide d’'un lisseur de Kal-
man (méthode supervisée). Cependant, des études précé-
dentes [1] ont montré une grande variabilité de ces para-
métres entre individus. C’est pourquoi, dans un deuxiéme
temps, nous mettons en ceuvre une méthode non-supervisée
d’identification des parameétres de ce modéle. Cette mé-
thode utilise uniquement les potentiels thoraciques et elle
est fondée sur une maximisation itérative de vraisemblance
par algorithme EM (Ezpectation Mazimization).

2 Probléme inverse en électrocar-
diographie

L’équation du probléeme direct représentant la relation
entre potentiels thoraciques et PE est modélisée classique-
ment par une transformation linéaire instantanée plus un
bruit:

&7(n) = HPp(n)+w(n) n=1...N, (1)

ot @7(n) et $p(n) désignent respectivement les vecteurs
de potentiels thoraciques et épicardiques a l’instant n. H,
de dimensions (m x m), est la matrice de transfert entre
le coeur et le torse. Celle-ci peut &tre identifiée par des
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méthodes numeériques telles que celle décrite dans [4]. w(n)
est un vecteur de bruit blanc gaussien, centré et de matrice
de covariance rI (I est la matrice identité), représentant
les erreurs de modélisation et de mesure.

La solution de ’équation (1) au sens des moindres carrés
est excessivement instable & cause du mauvais condition-
nement de la matrice H, d’ou la necessité d’une régulari-
sation.

2.1 Reégularisation classique

La régularisation de ce probléme au sens de Tikhonov
et ses variantes ont été appliquées depuis longtemps au
PIE; elles consistent & chercher une solution au probléme
en minimisant un critére qui introduit une information o
priori de douceur sur la distribution des PE instantanés:

arg guin (|| @1(n) ~ HEs(n) |2 43 | V*@5(m) 7],
@)

ol A est un parametre de régularisation et k£ désigne I'ordre
de l'opérateur différentiel V*(-). La solution de (2) est
unique, linéaire par rapport aux observations et peut étre
calculée instant par instant par:

$p(n) = (H'H + \K) ™ H'®1(n). (3)

K est une matrice déterminée selon U'ordre k et représente
Pinformation e priori introduite.

Cette régularisation (facile & mettre en ceuvre) donne
souvent des résultats de qualité insuffisante. Or, on observe
que l'information a priori introduite dans (2) ne tient pas
en compte ’évolution des PE au cours du temps. Cette
évolution correspond & un phénomene de propagation et
présente donc de fortes corrélations.

2.2 Utilisation d’informations temporelles
pour la régularisation

Oster et Rudy [2] ont montré que P'utilisation d’infor-
mations temporelles améliore sensiblement la qualité de la
reconstruction par rapport aux approches classiques. Ce-
pendant leur étude contribue a mettre en evidence 1’im-
portance des correlations temporelles sans proposer de mé-
thode pratique. Plus tard, Brooks et coll. [3] ont proposé
une méthode complétement non-invasive pour résoudre le
probléme en utilisant une régularisation temporelle. Ils ont
adjoint au critére (2) un terme de régularisation aux diffé-
rences secondes sur les PE entre instants successifs. C’est
une modélisation sommaire des caractéristiques physiolo-
giques de activité électrique cardiaque en ce qu’elle ne
tient pas compte du caractére spatial de la propagation.
La mise en ceuvre de leur méthode nécessite 'inversion
d’un systéme linéaire de grande dimension (= 20000); en
outre, 'estimation des parameétres de régularisation repose
sur des considérations de «L-curve» dont la mise en ceuvre
est délicate et les propriétés statistiques sont mal connues.

3 Approche adoptée

Nous proposons une dynamique linéaire de la conduction
cardiaque, sous forme d’une équation d’état [1]:

Pp(n)=FPr(n—1)+v({n) n=1...N, (4)

ot F', de dimensions (m x m), est une matrice de transi-
tion invariante au cours de temps et v(n) un vecteur de
bruit générateur blanc gaussien, centré et de matrice de
covariance ¢I.

Ceci permet de mettre en ceuvre la restauration des PE
a l'aide de techniques de filtrage de Kalman. Lorsque ’on
identifie F' de maniére supervisée (par exemple, & partir de
PE issus d’une banque de données), la qualité de la restau-
ration des PE est nettement meilleure [1]. Cependant, la
grande variabilité du modele entre individus impose d’iden-
tifier une matrice F propre a chaque patient & partir des
potentiels thoraciques uniquement. Nous avons donc deux
problémes d’estimation: les paramétres du modele et les
PE. Nous présentons tout d’abord la méthode d’estimation
adoptée lorsque F est connue, puis nous montrons com-
ment des sous-produits de cette méthode sont utilisés dans
une méthode itérative destinée identifier les paramétres par
maximum de vraisemblance.

3.1 Meéthode supervisée
Connaissant les parametres 8 = {F,q,r} du modele dé-
fini par (1) et (4), Uestimée définie par:
$p(n | N) Y E(@p(n) | 0(1),...,7(N);0], (5)

peut étre calculée en utilisant les équations d’un lisseur
de Kalman a intervalle fixe. Elle est également celle qui
minimise le critére suivant :

S [ B7(n) - Hép(n) ||2]

(6)
N
+2 3 e (| B5(n) - FEp(n —1) |?].
L’estimation est mise en ceuvre, pour n = 1,..., N, par
une premiére étape de filtrage de Kalman standard [5]:
$p(n|n—1) = Fdpn-1|n—1), (7)
Pn|n—1 FPn—l[n—lFt +ql, (8)
G, = Pn[n——lHtR;1; (9)
Pp(nin) = Spn|n—1)+Guyn), (10)
Pnln = Pn]n—l - GnHPn]n—ls (11)
ou
R, ¥ HP,,_ H +rI, (12)
yin) ¥ Br(n) - Hépmn|n-1). (13)

Le filtre est initialisé classiquement par $5(0]0) = 0 et
Pojo=~I;v> 1.

Dans un deuxiéme temps, 'estimeée lissée Sp(n | N) est
obtenue par les recurrences rétrogrades suivantes [5]: pour
n=NN~-1,... 1,

Jpo1 =
-1
Pn—l|n——1Ft (Pn—lln—l) )

@E(n -1|N)=
I~JnaF)Spn—1|n~1)+J, 1dpn|N),

Pn—1|N =
Pn—1|n—1 +Jna (Pn|N - Pn[n—l) J:L—l‘
(14)



Ces équations permettent de répartir sur le temps la résolu-
tion du systéme linéaire de grandes dimensions équivalent &
la minimisation du critére quadratique (6). De plus, nous
verrons que les quantités auxiliaires P,y sont utilistes
dans la remise & jour itérative de 8.

3.2 Meéthode non-supervisée

Nous proposons d’identifier les parameétres @ par maxi-
mum de vraisemblance, & cause du comportement théo-
rique satisfaisant et de efficacité pratique de cet estima-
teur dans de nombreuses applications telles que les commu-
nications, 'automatique, le traitement d’images, etc ...

La vraisemblance est définie comme la densité de proba-
bilité des observations connaissant les parameétres du mo-
dele p (@ | B). Sous les hypothéses gaussiennes adoptées,
la, log-vraisemblance peut étre calculée, en fonction des pa-
rameétres inconnus, & 'aide des sous-produits du filtre de

Kalman (12) et (13), de la maniére suivante: |

N
L= (cte) ~ = 3 [logdet(Ra) + 4 (n) (Ba) y(0)]

n=1
(15)
oil (cte) est une constante indépendante des états et des
paramétres . Cette équation (15) doit étre optimisée par
rapport aux paramétres @ du modéle. Cependant sa maxi-
misation par rapport & @ est trés difficile. C’est pourquoi
nous avons recours a un algorithme EM, qui permet une
maximisation itérative de la vraisemblance.
L’algorithme EM repose sur le calcul de la densité de
probabilité conjointe p ($7, PE; @) et la maximisation ité-
rative d’une quantité auxiliaire [5]:

Q(6:6:) = E [logp (81,85:0) | 81 8:),  (16)

ou 6; désigne la valeur estimée des paramétres 4 chaque ité-
ration. L'EM garantit l’augmentation de la vraisemblance
au cours des itérations vers un point stationnaire et il est
défini par l'itération des deux étapes suivantes:

Expectation (E) Calcul de Q(6; éi),

Maximization (M) 8;;, = argmax Q(8; 8;).
Dans notre cas Q(8; ;) peut s'écrire [5)]:

Q(8;6;) = (cte) — 2 logr — =N Jog g
~getrace [TV, [ 2(n) IP +HPuvHT}  (17)
—%trace{c - 2FB+ FAF'},

ott z(n) def &1(n) — HSp(n | N), et dans laquelle [5]:
AL SN (P gy +Bp(n - 1| N)Bpn—1|N),
B YN (Pppyy + $5(n | N)bp(n— 1| N),
CE SN (Poy +&sn| N)Sgn| N), )

o Py n1v 4l cov [@E(n),diE(n -1} @T;éi]. Ici, les
quantités requises par 'algorithme EM peuvent toutes étre

calculées par les équations du lissage de Kalman (14) sauf
P, . 1jn. Shumway et Stoffer [5] ont proposé de calculer
cette derniére matrice & ’aide d’une récurrence supplémen-
taire adjointe aux équations du lisseur de Kalman:

Pn—l,n—Z]N = Pn——1|n—1Jﬁz—2
+J -1 (Ppp—yn — FPp_1jn_1) Ji o, (19)
pour n = N, N —1,...,2 initialisée par:
Pyn-un=T-GnH)FPyn_yn_1. (20)

Cependant nous avons remarqué que cette récurrence est
inutile en pratique; (19) et (20) permettent de montrer par
récurrence que:

Pn,n—1|N = Pn|NJ$7. (21)

Les matrices A,B et C dépendent de @E(n | N) et Pyn
uniquement ; ces quantités sont calculées pour la valeur
courante des parameétres 8;. La valeur des paramétres pour
I’itération suivante éi+1 est obtenue en annulant la dérivée
partielle de (17) en chacune des parametres, d’on [5]:

Fin=BA™,

trace{C—BA‘lB‘}
4it1 = miv )

3 trace{5""_ [Iz(m)*+H P ~H']}
Tit+1 = = mN .

De plus, cette approche peut étre adaptée simplement &

diverses paramétrisations de la matrice F' comme nous le

verrons dans le paragraphe suivant.

4 Reésultats et conclusions

En pratique, le nombre d’instants N ~ 200 ot les poten-
tiels thoraciques sont disponibles est insuffisant pour esti-
mer tous les éléments d’une matrice F (de taille 63 x 63)
quelconque. Pour remédier & cette situation et réduire le

"nombre de paramétres & estimer, nous avons paramétrisé

F en n’y incluant que les interactions spatio-temporelles
entre plus proches voisins. Cette simplification s’appuie sur
le caractére local des équations qui régissent la propagation
des potentiels & la surface du ceeur.

Nous avons testé expérimentalement plusieurs structures
pour la matrice F' et nous avons retenu la suivante:

F =ol+ 8, (23)

ol « est un scalaire modélisant la contribution du potentiel
en un point du ceeur, a l'instant n — 1, & la prédiction du
potentiel du méme point a l'instant n; 3 est un autre sca-
laire modélisant la contribution de ses quatre plus proches
voisins représentée par une matrice S connue & l'avance.
Ces deux paramétres sont calculés en remplagant Fi+1
dans (22) par:

&i A trace(B)
{ Bz:: } =M [ trace(BS*) ] ) (24)
ol
_ | trace(A)  trace(AS)

- [ trace(S A) tra.ce(SASt) ] : (25)



884
Patient Tikhonov Brooks Méthode proposée
1 0.3252 0.3115 0.2783
2 0.4244 0.4257 0.4088
3 0.3638 0.3728 0.3473
4 0.3480 0.3255 0.2746
5 0.3048 0.2938 0.2681
6 0.2850 0.2439 0.2157
7 0.3443 0.3528 0.3089

Tableau 1: Erreur relative de reconstruction

Pour tester notre méthode, des potentiels thoraciques si-
mulés ont été générés & partir des potentiels épicardiques
réels de sept patients puis addition de bruit de maniére &
obtenir un rapport signal sur bruit de 20 dB sur les obser-
vations. Pour apprécier la performance de notre méthode
par rapport aux autres approches, nous avons sélectionné
la méthode de Tikhonov du premier ordre (K = I) et celle
de Brooks. Nous avons estimé les paramétres de régulari-
sation de ces deux derniéres méthodes par maximum de
vraisernblance. ’algorithme EM a été initialisé par &g = 1,
Bo =0, gy = 10 et 75 = 1; le nombre d’itérations a été fixé
a 20.

Nos résultats indiquent une convergence satisfaisante de
la procédure d’estimation des paramétres inconnus. En ce
qui concerne la qualité de reconstruction des potentiels épi-
cardiques, notre méthode fournit des résultats de meilleure
qualité que les deux autres méthodes. Ceci se traduit quan-
titativement par une réduction de 'erreur de reconstruc-
tion selon le tableau 1, et qualitativement, par une meilleure
restauration des pics positifs et négatifs, et par une résolu-
tion accrue, comme illustré a la figure 1.
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Fic. 1 - Cartes des potenticls épicardiques reconstruits.
(a) Potentiels réels. (b) Potentiels reconstruits par la mé-
thode de régularisation au sens de Tikhonov. (¢) Potentiels
reconstruits par la méthode proposée par Brooks. (d) Poten-
tiels reconstruits par notre méthode. Notre méthode permet
une meilleure localisation des extrema comparativement a
la régularisetion au sens de Tikhonov et & la méthode pro-
posée par Brooks.



