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RESUME

Nous nous intéressons & un probléme inverse non linéaire :
la résolution des équations couplées en tomographie de dif-
fraction. Nous avons récemment présenté la résolution de
ce probléme dans le cadre de ’estimation bayésienne [1].
Le calcul de l’estimateur du maximum a posteriori né-
cessite la minimisation d’un critére multimodal pour la-
quelle nous avons introduit une technique de relaxation
déterministe s’inspirant du principe de non-convexité gra-
duelle. Cette méthode donne des résultats intéressants com-
parée a d’autres méthodes existantes, elle est cependant trés
cofiteuse en temps de calcul. Nous proposons ici de réduire
le coiit de cet algorithme de relaxation déterministe a I’aide
d’un schéma multirésolution

1. INTRODUCTION

La reconstruction d’image en tomographie & ondes dif-
fractées intervient dans de nombreux domaines tels que
Pimagerie médicale, le contréle non destructif et la géo-
physique. Elle vise & reconstruire des caractéristiques phy-
siques d’un objet (la permittivité complexe) & partir de me-
sures d’un champ propagé & travers cet objet. La relation
liant les mesures a l’objet recherché est non linéaire et a
longtemps été linéarisée en utilisant les approximations de
Born ou de Rytov dont la validité est limitée.

Dans un précédent travail [1] nous avons présenté la. ré-
solution de ce probléme inverse non linéaire dans le cadre
de D’estimation bayésienne, qui permet de combiner notre
connaissance sur le bruit de mesure et sur ’objet & re-
construire. La solution, définie comme étant I’estimée au
sens du mazimum a posteriori (MAP), est une solution ré-
gularisée du probléme. Le calcul de cet estimateur néces-
site de minimiser un critére multimodal pour lequel les
techniques d’optimisation globale de type recuit simulé ne
peuvent étre utilisées. Pour effectuer cette minimisation
nous avons introduit une méthode de relaxation détermi-
niste s’inspirant du principe de non-convexité graduelle, in-
troduit par Blake et Zisserman [2] pour la segmentation
d’image et généralisé aux problémes inverses linéaires par
Nikolova et al. [3]. Cet algorithme est sous optimal mais
donne de bons résultats expérimentaux. Cependant il né-
cessite la minimisation locale de critéres, dont le cofit en
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calcul est important.

Dans cette communication nous proposons une méthode
qui consiste en (¢) une modélisation multirésolution de notre
probléme, (é) une modélisation @ priori markovienne hié-
rarchique, et () une relaxation déterministe aux différents
niveaux de résolution. Le gain en temps de calcul est alors
important par rapport & la méme relaxation effectuée a un
seul niveau de résolution.

2. MODELISATION DU PROBLEME

La configuration géométrique du probléme est présentée
en Figure 1.a. Le but poursuivi est de reconstruire la per-
mittivité complexe 2 d’un objet sur un domaine bidimen-
sionnel D,, & partir de mesures du champ diffracté y qui
s’est propagé 4 travers cet objet, recueillies sur un ensemble
discret de points D,,.

Les équations de Maxwell conduisent aux équations in-
tégrales couplées :

y(2:)= / G20, 2)8(2' )2 (2')d%',

D,
#(z) = do(z) +f/DGo(z,z’w(z')x(z')dz', zeD,,

Zi E Dm;

dans lesquelles ¢ et ¢¢ sont respectivement les champs total
et incident sur le domaine D,, et les fonctions G, et G,
les fonctions de Green correspondant au domaine homogéne
dans lequel est plongé Vobjet.



850

La discrétisation de ces équations par une méthode des
moments nous permet de modéliser I’objet par un vecteur x
de dimension n correspondant & la projection de 2 sur une
famille finie de fonctions (¥ )ke{1..n} formant un recouvre-
ment du domaine D,. Les équations, une fois discrétisées,

{3

ol X est une matrice carrée diagonale comportant les élé-

peuvent s’écrire

Gn X,
d)() + GOX¢)

ments de @ sur la diagonale, et les matrices G,,, G, cor-
respondent aux fonctions de Green pour la configuration
choisie. y est un vecteur de dimension m dans lequel sont
stockées les mesures, et ’on a en général n > m, ce qui im-
plique que ce systéme d’équations algébriques est largement
sous-déterminé.

Le probléme direct consiste & calculer les mesures ¥y
correspondant & un objet . Ce probléme est non lindaire
du fait de la deuxiéme équation qui est implicite vis-a-vis
de ¢. On peut cependant écrire les deux équations couplées
a I'aide d’une seule équation de la forme y = A(x), avec:

Al®) = G X (I - G, X) 1 ¢,.

Le probleme inverse consiste, quant & lui, & déterminer 1’ob-
Jjet « inconnu & partir des mesures bruitées y. Ce probléme
est intrinséquement mal posé et nécessite d’étre régularisé
pour donner une solution satisfaisante.

3. RESOLUTION DU PROBLEME

3.1. Définition d’un critére objectif

Nous avons proposé récemment [1] la résolution de ce
probléme dans le cadre de 'estimation bayésienne. Cette
approche permet de combiner I’information contenue dans
les mesures, par ailleurs insuffisantes a elles seules pour re-
construire I’objet, et I'information a priori sur cet objet.

Pour prendre en compte les incertitudes sur les mesures,
on considere I’équation :

y = A(z) + b,

ol le vecteur b représentant les erreurs (de modélisation, de
discrétisation ainsi que celles diies au systéme de mesure),
est supposé additif, blanc, gaussien b « N(0,0%I), de va-
riance connue o2. De cette hypothése on peut déduire la
vraisemblance des mesures:

plale) = (=) " exp (~mglly — A7)

L’'information a priori est introduite sous la forme d’une
loi de probabilité:

p(x) x exp(—pU(x)).

Le choix de la fonction d’énergie U est essentiel. En traite-
ment d’image, U est souvent I’énergie de champs de Mar-
kov, ce qui permet de modéliser la corrélation entre pixels
voisins. La fonction d’énergie s’exprime alors comme la som-
me de fonctions potentiel V. agissant sur un ensemble de
points voisins ¢ (appelé clique):

Ulz) =) Vela),

Dans ce travail, nous avons utilisé des champs de Gauss
Markov généralisés [4] dont la fonction potentiel est de la
forme:

Ve(z) = |®; — x;P, (w5, @) €c, 1 <p<2.

Pour p proche de 2, ils pénalisent fortement les différences
importantes entre les valeurs des pixels voisins et permet-
tent de reconstruire des objets & faibles variations (p = 2:
champs de Gauss Markov) ; en revanche, pour p proche de
1, ils pénalisent moins de telles différences et peuvent étre
utilisés pour reconstruire des objets possédant des discon-
tinuités.

La solution du probléme inverse est alors définie comme

I’estimateur du maximum a posteriors:
Zyap = argmaxp(zly),

dont la détermination se ramene, par ’intermédiaire de la
régle de Bayes:

plylz)p(x)

p(zly) = ()

& la minimisation d’un critére de la forme:
J(x) = [ly — A(@)|)* + AU (=),

ol A joue le r6le de paramétre de régularisation réglant le
compromis entre la fidélité aux données et la confiance en
Va priori.

3.2. Minimisation d’un critére multimodal

Le probléme se rameéne donc 3 la minimisation du critére
régularisé J(z). Des critéres de la méme forme ont été large-
ment étudiés dans le cas d’opérateurs linéaires pour lesquels
la premiére partie du critére ||y — Aw||? est convexe. Deux
cas sont alors & considérer : si la partie correspondant & 1’
priort U(z) est convexe, le critére J(x) est alors convexe
(et donc unimodal) et un simple algorithme de descente du
type gradient conjugué suffit pour le minimiser. Pour des
a priors plus élaborés (entrainant U{x) non convexe), le
critere J(x) est multimodal. Deux types d’algorithmes ont
alors étés employés afin de ’optimiser:

— Le recuit simulé a été introduit en restauration d’image

par Geman et Geman [5]. Il met & jour successivement



chaque pixel de 'image en fonction de sa probabilité
a posteriori conditionnellement aux valeurs des autres
pixels. Il n’est réellement efficace que lorsque cette dis-
tribution posséde un support réduit, ce qui engendre
un faible colit de calcul pour chaque mise a jour.

- La non-convexité graduelle (GNC), s’inspire des mé-
thodes de continuation en mathématiques. Elle a été
introduite en débruitage et en segmentation d’image
par Blake et Zisserman [2] et généralisé pour les pro-
blémes inverses linéaires par Nikolova et al [3]. Le prin-
cipe de cet algorithme est trés simple. Il consiste & ap-
procher J(z) par une suite de critéres continiment dé-
rivables J, (x) qui convergent vers J(x) pour n — co,
dont le premier Jo{®) est convexe. Alors, & chaque
étape n, on calcule Z,, minimum local de J, au voi-
sinage de Z,_1. Pour tout point initial Z¢, la suite Z,
converge vers un méme minimum local de J qui est en

pratique proche de son minimum global.

En ce qui nous concerne, nous nous retrouvons dans
une situation renversée, a savoir que la fonction d’énergie
U{x) est convexe, mais le terme de fidélité aux données est
multimodal du fait de la structure de ’opérateur A. De plus,
le recuit simulé n’est pas applicable en pratique, en raison
du large support de 'opérateur A et de son coilit de calcul
élevé . Dans [1] nous proposons une technique de relaxation
déterministe sous optimale, inspirée du principe du GNC.
1l s’agit dans un premier temps de construire une suite de

critéres J,(x) approchant J(z). L’approximation de Born,

longtemps utilisée pour résoudre ce probléme, linéarise les
équations couplées en négligeant le champ diffracté dans le
domaine de l’objet (¢ = ¢;) ; elle peut fournir une solution
initiale pour notre schéma de relaxation. L’opérateur qui
lui est associé:

Ao((v) = Gde’[)'

nous permet de débuter la relaxation par un critére convexe
Jo. Pour effectuer la relaxation de Jy vers J, nous considé-
rons la suite de critéres :

Tn(@) = |ly = An(®)|] + AU (=),
avec les opérateurs A, définis par:
An(®) = G X (I = 1,G,X) " &y,

et 7, une suite de coefficients de relaxation telle que ro = 0
et 7, = 1,(n — o0). Cette suite de critéres vérifie nos
desiderata: Jy est convexe et J, tend vers J pour n — co.
En pratique, la suite de coefficients de relaxation r, est
prise de faible longueur (ex: r, = 0,0.2...,1).

Cette technique a fourni de bons résultats au regard
d’autres méthodes existantes [1] mais reste cependant d’un
cott de calcul élevé car elle requiert la minimisation locale
de différents critéres dont les colits de calcul sont eux mémes

élevés.
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4. MODELISATION ET ALGORITHME
MULTIRESOLUTION

Le principe de tout schéma multirésolution «coarse to
fine» est de considérer, dans un premier temps, le probléme
3 une résolution grossiére, puis de prendre en compte suc-
cessiverment des résolutions de plus en plus fines. De tels
algorithmes ont montré leur intérét dans de nombreux do-
maines et une synthése de ces travaux dans le cadre de la
modélisation markovienne a été réalisée dans [6]. Nous de-
vons, afin d’utiliser un tel algorithme, modéliser le processus
d’observation ainsi que 'informations a prior: a différents
niveaux de résolution.

4.1. Modélisation multirésolution du probléme

La discrétisation des équations par la méthode des mo-
ments nous donne un vecteur = correspondant a la projec-
tion de ¢ sur une famille finie de fonctions (Y )ref1...n}-
Nous n’allons pas nous intéresser ici au choix de ces fonc-
tions (i) et nous les considérerons comme constantes sur
un maillage rectangulaire du domaine de 'objet!. En re-
vanche, le nombre de ces fonctions est une donnée impor-
tante sur laquelle nous allons intervenir pour prendre en
compte les observations 4 différents niveaux de résolutions.
Remarquons que plus le vecteur @ est de grande dimen-
sion, plus ’évaluation du probléme direct est couteux en
temps de calcul, ce qui souligne I’intérét d’un algorithme
multirésolution.

La discrétisation des équations & une résolution s donnée

Yy
{ ¢(3)

Les matrices Gf,i) et fo) correspondant aux fonctions de

s’écrit :

Gi:)X(s)qﬁ(s),
¢E)3) + GE,S)X(S)(f)(s).

Green i la résolution s sont calculées une fois pour toute
pour une configuration donnée. La correspondance entre
I’objet & une résolution s et I’objet & une résolution plus
grossiére s — 1 pourra étre effectuée par une simple décima-
tion par 2. Cela nous ameéne donc a considérer une pyramide
multirésolution (Figure 1.b) de discrétisation de 'objet.

4.2. Modélisation Markovienne hiérarchique de I’'a
priort

Nous utilisons un modéle markovien hiérarchique [6] afin
de modéliser I'information a prior: & différents niveaux de
résolutions. De V'expression des champs de Gauss Markov

1. Un autre choix pour ces fonctions, une famille d’ondelettes par
exemple, peut engendrer des difficultés lors du calcul des matrices Gy,
et G'p, mais peut surtout créer des problémes pour U'interprétation de
la régularisation. En effet, 'information a prior: est introduite sur les
coefficients de la projection de z sur la famille (¥ )kg(1...n}, et il n’est
pas toujours facile de modéliser cette information pour toute famille
de fonctions.

a
L
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généralisés présentés précédemment, on peut déduire leur
fonction d’énergie a une résolution donnée:

S - afp,

fiev®

U(x®)) =

pour des voisinages 1/1-(5)

et 1 < p < 2.1 n’est pas néces-
saire dans notre situation de considérer un modele hiérar-
chique plus complexe, en particulier de lien entre les dif-
férentes résolutions, comme c’est souvent le cas pour des
problémes de segmentation ou de restauration d’image. En
effet, dans ces situations, les données sont présentes sous la
méme forme que 'image, éventuellement bruitées et lissées ;
un lien entre le modeéle aux différentes résolutions et celui &
la résolution de I'image est donc nécessaire voire indispen-
sable [6]. Mais dans le cadre de la reconstruction d’image,
les données peuvent étre utilisées telles quelles pour tous
ies niveaux de résolution et 'on peut, en pratique, vouloir

reconstruire 1’objet avec un nombre quelconque de pixels.

4.3. Algorithme de relaxation multirésolution

Ayant explicité le modéle d’observation et le modeéle «
priori aux différents niveaux de résolution, il nous reste a
préciser ’algorithme de relaxation multirésolution utilisé.
Nous effectuons, dans un premier temps, ia relaxation du
critére J & une résolution grossiere s pour laquelle le cotit

de calcul des criteres J,Ss)

est peu élevé. Puis nous propa-
geons les résultats de cette relaxation a une résolution plus
fine 5 -+ 1, ce qui nous donne une solution initiale pour la
minimisation locale du critére J(*+1), Enfin nous itérons ce

processus Jusqu’a atteindre la résolution la plus fine désirée.

Figure 1:
a) Configuration, b) pyramide multirésolution.

5. SIMULATIONS ET CONCLUSIONS

La Figure 2 présente un exemple de résultats de simula-
tion de cet algorithme de relaxation déterministe multiré-
solution. L’objet est de taille 21 x 21 pixels, il est modélisé
par un champ de Gauss Markov Généralisé avec p = 1,1 et
des voisinages verticaux et horizontaux d’ordre 1. Les me-
sures sont au nombre de 8 x 8 = 64 et sont bruitées avec un
rapport signal a bruit de 20dB. Nous ne montrons ici que
la partie réelle de 'objet.

La relaxation est effectuée en six étapes & une résolution
deux fois plus grossiere que la résolution voulue, puis les
résultats sont propagés jusqu’a la résolution la plus fine.

Le résultat ainsi obtenu est le méme que lorsque la re-
laxation est effectuée toujours & la méme résolution mais
avec un temps de calcul 4 fois moins élevé.

Figure 2:

Reconstructions : a) Objet original, b) Résolution grossiére,
c) Résolution intermédiaire, d) Résolution finale.
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