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RESUME

La méthode de compression par fractales présentée dans cet ar-
ticle est basée sur la triangulation de Delaunay. Nous montrons
comment, & partir d’une triangulation, diminuer le nombre de
blocs en introduisant des quadrilatéres. La partition reste adaptée
a Iimage puisqu’elle présente des triangles de faible taille sur
les contours et des quadrilatéres de plus grande taille sur les
zones homogenes, de moindre importance visuelle. Nous mon-
trons qu'une telle partition permet de conserver une bonne qua-
lité d’image reconstruite & taux de.compressions élevés, par rap-
port aux résultats obtenus & partir d’une triangulation seule.

1 Introduction

La compression des images numériques, basée sur la
géométrie fractale a été proposée pour la premiére fois par
M. Barnsley et A. Sloan en 1988. L’idée est née du constat
qu'un systéme de transformations itérées (IFS = Iterated
Function System) permet la génération d’objets complexes &
I’aide d’un nombre trés réduit de coefficients. Les objets sont
auto-similaires dans le sens ou ils sont composés de Punion
de transformations contractantes d’eux-mémes. Des 1mages
naturelles peuvent étre approximées en les considérant
comme formées de 'union d’objets auto-similaires, chacun
codé a ’aide d’un IFS. Les images initialement présentées
par M. Barnsley étaient obtenues de cette maniere, mais
constitualent des approximations trés grossiéres d’images
réelles, codées sur un trés faible nombre de bits. Le probléme
inverse revient a déterminer I'IFS codant un objet donné,
de maniére automatique (sans intervention humaine). Sa
résolution est trés difficile, mails est indispensable si ’on
veut coder une image par un ensemble d’IFS.

A. Jacquin a proposé une méthode automatique permettant
le codage d’images naturelles par fractales [5]. Son travail,
basé sur 'utilisation d’un systéme de transformations itérées
locales constitue le point de départ de nombreuses autres
recherches sur la compression des signaux réels 1D, 2D et 3D
par fractales [5] [4] [7]. Celles-ci concernent principalement
(dans le cas du codage d’images natureiles) :

¢ la construction d’une partition adaptative pour calculer
la transformation fractale
e Paccélération de P’étape de codage.

e la recherche de fonctions élémentaires nouvelles (affines
ou autres) pour le codage efficace de la redondance spa-
tiale de I'image.

ABSTRACT

The fractal image compression algorithm we propose in this ar-
ticle is based on Delaunay triangulation. We show how it is pos-
sible to reduce the number of blocks by incorporating quadrilate-
rals in the partition. The partition remains adapted. It contains
small triangles on the contours, and larger quadrilaterals on the
homogeneous regions. We show that such a partition preserves a
good decoded image quality at high compression ratios, in com-
parison with a triangulation. '

¢ l'ajout de vecteurs fixes pour le calcul des transforma-
tions itérées.

e 'accélération du
hiérarchique

décodage: itératif, non-itératif,
¢ les études théoriques sur le contréle de la convergence
du décodeur

e l’extension de la méthode au codage des images vidéo.

Dans cet article, nous présentons un codeur utilisant deux
partitions. Notre but est d’améliorer la qualité visuelle de
Pimage reconstruite par l’utilisation de partitionnements
souples et adaptatifs en triangles de Delaunay. Le taux de
compression de la méthode est contrdlé par I’introduction de
quadrilatéres dans la partition, en fusionnant des triangles
volsins.

2 Brefs rappels théoriques

2.1 Codage par Systémes de transformations
Itérées (IFS)

Nous rappelons briévement dans cette partie les principaux
aspects de la théorie des IFS permettant le codage et la
synthése d’images binaires formées d’objets auto-similaires.
Considérons 1’espace métrique (H(IR?),h(d)) dont les
éléments sont les sous-ensembles compacts non vides de IRZ.
La distance h(d) est la distance de Hausdorff, fonction de la
distance Buclidienne d.

Soit w : IR? — IR? une transformation contractante
sur lespace (IR%,d). Il est montré [1] que dans ce cas,
la transformation w H(R?) — H(R?) définie par
w(B) = {w(z) : = € B}, VB € H(IR?) est contractante sur
(H(R?), h(d)). L’IFS défini par M. Barnsley est composé -
d’un ensemble de telles transformations contractantes
wi(i=1,..., N) opérant sur des objets inclus dans H(IR?).
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Soit un IS {IRQ;wi,i = 1,...,N}. Le nouvel opérateur
W : H(RY) — H(IR®) défini par:

N
W(B)=|Jwi(B),  VBe H(R?)
i=1

est contractant et posséde un unique point fire Ay = W{A;)
donné par:

Ay = lim W (X)),

n—+00

VX € H(IR?)

(la notation W™ signifie que Popérateur W est itéré n fois).
L’objet A; est aussi appelé attracteur de UIFS.

Un théoréme essentiel (théoréme du collage généralisé) [4]
fournit une borne supérieure a la distance entre une 1mage
originale et 'attracteur d’un opérateur W :

h(A, A < —— 129

—1l—-s 1l—¢

h(A, W(4))

ol W est un opérateur finalement contractant (W n’est pas
contractant mais l’est & Pitération n), o est le facteur de
Lipschitz de W et s est le facteur de contraction de Wo".
L’opérateur W peut étre finalement contractant si un nombre
limité de transformations w; ne sont pas contractantes.

Le théoréme dit que s’il est possible de transformer un objet
A de manigre & vérifier A ~ W(A) et de s’assurer que W est
finalement contractant, alors le point fixe A; de 'opérateur
W est proche de A. L’opérateur W caractérise dans ce cas
complétement approximation A; de l'objet A, et code ce
dernier de maniére exacte si A = W{(A). Le codage sera
d’autant plus efficace que ’objet A est auto-similaire.

2.2 La Transformation Fractale

La transformation fractale est basée sur les notions intro-
duites dans la partie 2.1. L’espace métrique sur lequel elle
s’opére est celui des images numériques en niveaux de gris.
La distance d utilisée est, pour des raisons de rapidité de
calculs, la distance quadratique entre niveaux de gris.

Le principe de la transformation fractale repose sur le fait
qu’une image naturelle A est “auto-similaire par parties” :
des zones de !'image sont mises en correspondance avec
d’autres zones de tailles plus petites, leur ressemblant. Le
but est de construire un opérateur W de maniére a ce
que I'lmage transformée W(A) reste quasiment inchangée.
L’opérateur W doit étre finalement contractant pour assurer
la convergence de ses itérations successives vers un point
fixe. Ce point sera proche de 'image originale A puisque
Pon vérifie A ~ W (A).

Une solution proposée par A. Jacquin [5] est de partitionner
Pimage en N blocs R;:

A= (RZ), RiﬁRjZQVi,j

=

2=1

et de “coller” sur chacun d’eux une autre partie transformée
wi(D;) de 'image, de maniére a vérifier A ~ W(A). L’image
transformée devient :

N
W(A) = | wi(Ds). (1)

3 Partitionnements de Delaunay

Le principe des algorithmes classiques de compression par
fractales est de “capturer” la redondance visuelle locale
3 lintérieur de 'image a 'alde de transformations affines
contractantes. La transformation fractale est directement
calculée sur une partition R dont les propriétés recherchées
sont les sulvantes:

e grande adaptabilité & 'image (positionnement non ri-
gide des blocs sur le support de I'image)

e localisation facile des blocs dans la partition (relations
de voisinage, programmation dans un graphe)

o information minimale nécessaire a son codage

Nous préconisons pour toutes ces raisons la triangulation de
Delaunay, calculée sur un ensemble de points bien placés sur
le support de I'image, tenant compte du niveau de gris des
pixels.

La triangulation de Delaunay d’un ensemble S de sommets
(points) p; est définie comme 'unique triangulation & cercles
vides, c’est a dire que chacun des cercles circonscrits aux tri-
angles est vide de tout autre sommet. La triangulation est la
plus “équilatérale” possible. Différentes approches sont pos-
sibles pour calculer la triangulation d’un ensemble de points.
Nous utilisons un algorithme incrémental, programmé dans
une structure de graphe, consistant a modifier localement la
triangulation, aprés insertion ou suppression d’un nouveau
point [2].

La partie 3.1 présente une méthode pour positionner des
points sur le support de 'image, de maniére & calculer une
triangulation adaptée (voir figure 3.2a).

3.1 Algorithme de Divisions - Fusion

L’algorithme procéde en deux étapes: une ou plusieurs
phases de division des triangles, suivies d’une phase de
fusion [2]. L’algorithme est initialisé sur une triangulation
réguliere. Une phase de division consiste a insérer un
nouveau point sur le barycentre de chacun des triangles
non homogenes (critere sur ’écart type des niveaux de
gris des pixels inclus dans les triangles), puis & trianguler
le nouvel ensemble de points. Plusieurs phases de division
peuvent étre nécessaires si un nombre trop important de
triangles restent non homogeénes. La phase de fusion consiste
4 supprimer les points inutiles de la triangulation (critére
sur la différence de moyenne et de variance des niveaux de
gris de chaque triangle ayant ces sommets en commun).

3.2 Extraction de quadrilatéres

O ‘rriangles tusionnes

{1 Triangles non traites

triangle courant

Figure 1 - Regroupement de deux triangles dans un quadrilatére.

Dans le but de réduire le nombre de blocs dans la triangu-
lation de Delaunay, il est possible de regrouper des triangles



voisins, de maniére & former des quadrilatéres. Un regrou-
pement se fait & condition que les deux triangles candidats
ne solent pas sur un coutours de 'image, et que leur union
géneére un bloc convexe.

La détection de la convexité du bloc issu de ’union de deux
triangles se fait par [’étude des signes des deux produits vec-
toriels Vecteurl A Vecteur3 et Vecteur2 A Vecteurd (voir
figure 1). Les vecteurs Vecteurl et Vecteur2 sont choisis sur
un point d’origine qui appartient au triangle courant et qui
n’est pas sur l’aréte commune aux deux triangles étudiés.
Le vecteur Vecteurd relie ce méme point au sommet opposé,
par rapport & ’aréte commune (vecteur diagonal). Si les pro-
duits vectoriels sont de signes différents, le quadrilatére est
convexe. Les deux triangles sont fusionnés dans le quadri-
latére. Siles produits vectoriels sont de mérmes signes, le qua-
drilatére est concave. Dans ce cas, la procédure de détection
est relancée sur un autre triangle, voisin du triangle courant.
Cet algorithme rapide permet en outre de fusionner les tri-
angles “étirés” créés par ’étape de fusion (§3.1). Il retourne
des quadrilatéres sur les zones homogeénes, ou faiblement tex-
turées, et préserve les triangles sur les contours {voir figure
3.2b).

iy

Y
%

(a) Divisions - Fusion (b) Triangles + quadrilatéres

Figure 2 - (a): 3136 triangles, (b): partition composée 1706 triangles
et de 715 quadrilatéres.

4 Codage - Décodage
4.1 Codage

La phase de codage consiste & mettre en correspondance cha-
cun des N blocs R; d’une partition R avec une autre partie
transformée w;(D;) (eq. (1)) de 'image & coder, minimisant
la distance quadratique d(R;,w;(D;)). Notre approche est
basée sur une triangulation R adpatée a I'image, fournissant
un nombre minimal de blocs. Les blocs D; associés & chacun
des blocs R; devralent étre recherchés dans I'image entiére.
Nous nous contentons, en pratique, de les rechercher dans
une deuxiéme partition D, plus grossiére et non adaptée a
I’image. La partition D fournit un ensemble de blocs de taille,
en moyenne, supérieure a celle des blocs R;.
La transformation w; transformant un bloc D; en un bloc R;
s’écrit :
w; (D;)

Wj(mm,ym,f($m>ym)) v(zm’-m)eDi

= (@ Y F (@0 Um))

= (’Ui(-’fmaym):si f(zm,ym)+0i),

ol f(Zm,ym) est la luminance du pixel de coordonnées
{(Zm, Ym) & lintérienr du bloc Dj, f(z],,y,,) est la luminance
du pixel de coordonnées (z/,,y},) & Vintérieur du bloc R;, et
les coeflicients s;, o; contrélent respectivement le contraste
et la luminosité des niveaux de gris. La transformation
spatiale v; permet le collage d’un bloc D; sur un bloc R;.

e Le collage d’un triangle sur un autre se fait a [’aide d’'une
transformation v; affine:

U,‘(:Em, ym) = ((aiwm + biym + 8,‘) ) (Cixm + diym + fZ))

Les coefficients a; ... f; sont calculés en considérant les trois
sommets du triangle de départ et les trois sommets du tri-
angle d’arrivée.

o Le collage d’un quadrilatére sur un autre se fait & l'aide
d’une transformation v; donnée par:

=l l=ln ]
Vs = ; =
Ym Ym bm Ym
Le calcul des quatres transformations opérant sur les som-
mets des quadrilatéres est simple:

!
[‘”,"]:[a"““] Vk=1. .4
Yi by, Yr

Les coefficients de la transformation d’un point (Zm,, ¥m) &
I'intérieur du bloc D; sont ensuite calculés par interpolation
bilinéaire :

Gm | _ | @1 a4z Qa3 a4
bm - b1 bz 53 b4

(1-0a)(1=-5)
a(l—p)
Al -0

af

(x3,¥3)

x4, y'4)
Rj
Dagy
(x'2,y’'2)

&Ly

(xi, yl} (x2,y2)

Figure 3 - transformation d'un quadrilatére.

En pratique, le calcul de la distance d(R;,w;(D;)) considére
tous les pixels inclus dans le bloc R;, et les pixels issus du
sous-échantillonnage du bloc D;. Pour cela, chaque pixel du
bloc R; est comparé au pixel le plus proche de son antécédant
a Pintérieur du bloc D; (sous la transformation spatiale v; ).
La distance est donnée par:

My

d(Ri,wi(D) = 3 (F (@, Uln) = i (07 (@ ¥in)) — 03)°

m=1

pour tout (z,,,y,,) inclus dans R;. Le facteur de contrac-
tion de opérateur W étant égal & s = sup{s;} pour i =
1...N, W est finalement contractant lorsque 0 < s < 1. On
montre expérimentalement que W reste finalement contrac-
tant lorsque s < 1.5 [4].

Les temps de calculs sont importants pour le codage d’une
image (2 & 10 minutes pour une image 256 x 256). Ceux-ci
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sont principalement dis a la manipulation de blocs de formes
quelconques, disposés sur une matrice discréte rectangulaire.
La phase de codage peut étre sensiblement accélérée par une
classification des triangles avant codage, dans le but de dimi-
nuer le nombre de comparaisons inutiles entre blocs. La clas-
sification est simple lorsque la triangulation est contrainte
par les contours de l'image. Une autre solution consiste & ne
conserver dans la triangulation D qu’un faible nombre de tr-
angles “visuellement” différents [3]. Cette étape est réalisée
par quantification des vecteurs “histogrammes” des valeurs
de niveaux de gris de chacun des blocs ;. Au cours du co-
dage, chaque triangle R; de la triangulation R n’est comparé
qu’au seuls triangles retenus dans la partition D.

4.2 Compression

Le codage de la transformation fractale revient & mémoriser:

o la partition R

o P'information nécessaire au codage des N transforma-
tlons w; composant opérateur W. Chacune d’elle com-
prend :

— la position du bloc D; a transformer (associé au
bloc R;)

~ la maniére de coller un bloc sur un autre bloc (il
existe 6 (resp. 8) solutions différentes pour coller un
bloc D; sur un bloc R;, lorsque ces derniers sont
des triangles (resp. quadrilatéres))

— le coefficient s; (facteur d’échelle sur les niveaux de
gris) et le coefficient o; {translation sur les niveaux

de gris)

Les coefficients de la transformation spatiale v; ne sont pas
mémorisés puisqu’ils peuvent étre calculés par le décodeur,
connaissant la forme des blocs.

En pratique, une transformation w; est codée sur 25 bits. Un
algorithme efficace de codage de la partition R consiste a ne
coder que les décisions de division et de fusion des triangles,
en partant d’un lattice régulier et connu. La triangulation
de la figure 3.2a est, par exemle, codée sur 5580 bits. La
partition réguliére D n’est codée que par le pas du lattice &
partir duquel elle est calculée.

4.3 Décodage

Le décodage consiste & itérer opérateur W, aprés recons-
truction des partitions R et D, en partant d’une image quel-
conque fo. Le niveau de gris fn(2/,, y,,) du pixel inclus dans
le bloc R;, & la n'®¢ itération de I'opérateur W, est donnée
par:

(@ Yn) = 81 fomy (o7 (a0, yin) ] + 01V (27, 0) € Ri.

Le résultat converge en pratique au bout de 5 & 10 itérations
vers 'image reconstruite, attracteur de la transformation
fractale. Le nombre d’itérations dépend essentiellement du
rapport de surface entre les blocs de la partition D et ceux de
la partition K. Au cours des itérations, le collage d’un grand
bloc D; (recouvrant plusieurs blocs Rg) sur le bloc R; a pour
effet de contracter les motifs & Vintérieur des blocs de la par-
tition R. Plus la différence de taille entre les blocs D; et les
blocs R; est importante, plus la convergence est rapide. Un

compromis doit étre fait car dans ce cas les blocs sont moins
semblables, et le point fixe de 'opérateur VW (image recons-
truite) peut s’éloigner de I'image originale. Une étude sur un
cas particulier (partitionnement carré) est donnée dans [6].

5 Résultats et conclusion

La partition de Delaunay, calculée sur un ensemble de points
bien positionnés sur le support de 'image, fournit un nombre
restreint de blocs, permettant le décodage d’une image de
qualité visuelle acceptable. Par rapport au codage sur une
partition triangulaire seule, I'incorporation de quadrilatéres
permet soit

e d’augmenter le taux de compression de la méthode en
fusionnant des triangles dans la triangulation initiale,
et en diminuant ainsi le nombre de blocs & traiter, (la
qualité visuelle de 'image reconstruite est dans ce cas
moins bonne)

o d’améliorer la qualité de 'image reconstruite, a taux de
compression constant, en affinant la triangulation ini-
tiale (avant extraction des quadrilatéres).

La table 1 confirme le dernier point. L’évaluation numérique
des résultats est donnée par le rapport signal & bruit de
créte (Peak SNR) entre I'image décodée et I'image originale.
Nous pouvons remarquer que ce dernier décroit moins vite, a
taux de compresion élevé, lorsqu'une combinaison triangles
+ quadrilatéres est utilisée. Les faibles différences de qualité
visuelle sont principalement perceptibles sur les contours.

triangles seuls | triangles + quadrilatéres
T. = 24.7:1 30.14 dB 29.95 dB
T. = 31.6:1 29.16 dB 29.16 dB
T. = 34.9:1 28.80 dB 29.00 dB

TaB. 1 - Résultats de décodage sur I'image LENA (512 x 512):
rapport signal a bruit de créte PSN R pour différents taux de com-
pression 7. Les partitions donnant les résultats de la deuxieme ligne
sont celles de la figure 2.
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