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RESUME v
Une approche par la théorie de représentation des
groupes du probléme de reconnaissance de formes est
présentée. Le concept de la transformée de Fourier
est étendue & deux groupes. De ces transformées de
Fourier, on extrait deux familles d’invariants dans
les images & niveaux de gris : L’une invariante par
rapport aux rotations et dilatations ou contractions,
I’autre invariante par déplacements.

1 Introduction

Un des problemes souvent rencontrés en analyse

d’images est la classification d’objets dans une
scene. Apres isolation d’un objet de la scéne, on
veut le reconnaitre ou le discriminer. Dans cer-
tains cas, 'information utile pour reconnaitre I’ob-
jet est entierement contenue dans les contours :
c’est par exemple le cas d’images binaires con-
tenant des objets dont les contours peuvent étre
décrits par des courbes simples fermées et différen-
tiables. Il existe alors des grandeurs permettant de
les reconnaitre ou de les discriminer : ce sont les

descripteurs de Fourier [pers 77]. Si on s’intéres-

se a 'information contenue dans la texture, cette
méthode ne permet plus de discriminer les objets
car deux objets peuvent avoir les mémes contours
et des textures différentes. L’approche présentée
dans cette communication généralise la méthode
des descripteurs de Fourier en reconnaissance de

formes. Le probleme est formulé en terme de recher-

che d’invariants par rapport a des transformations
dans un groupe. si X est un espace topologique,
une image est considérée comme une applicaion f
définie sur X & valeurs positives et a support com-
pact. Si G est un groupe qui agit sur X via une
action Q, si f et h sont des images sur X et g un

élément de G tel que f(z) = h(Ug).z) Vz € X,
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alors les grandeurs recherchées doivent étre iden-
tiques pour f et h. Dans cette communication,
nous nous limitons aux images planes a niveaux de
gris. Nous présentons deux familles d’invariants.
La premiere, obtenue a partir de la transformée
de Fourier sur le groupe R} x S; (ou S; désigne
le groupe des rotations dans le plan) est invari-
ante par rotations, dilatations ou contractions. La
seconde, obtenue & partir de la transformée de
Fourier sur le groupe des déplacement, est invari-
ante par déplacements.

2 cas du groupe G =R} X 5

G est le produit direct de R par S;. Un élément
de G est noté (p,8), ou p est le facteur d’échelle
et 8 est I’angle de rotation.

X=G ; action 2 de G sur X est le produit dans

G. Q(p,0).(p1,01) = (pp!, 0 + 61)

2.1 Transformée de Fourier sur ¢

Soit f une image plane exprimée en coordonnées
polaires ; sa transformée de Fourier par rapport a
G que nous notons My est donnée par :
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cette intégrale est en général divergente. Pour
remédier & ce probleme, on pose
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pour og € R} fixé. Cette intégrale converge pour
tout s € C tel que R(s) >0 et on a
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2.2 Invariants par dilatations et

rotations

Soit f une image et o9 > 0 fixé : on pose
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avec s = gg + 0.

Théoréeme 1 Soit g une image ;
g(p,0) = f(ppt,6 + 01) si et seulement si
VkeZ, Vv eR, Ijk,o+w)=I(ko+w).

3 Casdugroupe des déplace-
ments du plan

G = S;x,;R? produit semi-direct du sous-groupe
des rotations S; et du sous-groupe des translations
R?. Un élément de G est noté (,a,d) ot § désigne
I’angle de rotation, et (a,b) le vecteur de transla-
tion.

X=R? ; I’action Q de G sur X est donnée par :

Q(0,a,b).(x,y) = (z cos §—y sin 0+a, z sin O+y cos 0+b)

3.1 Transformée de Fourier sur GG

Soit f une fonction de carré intégrable par rapport
a la mesure de Haar sur G ; Sa transformée de
Fourier que nous notons f est définie par :

W) = [ oo FO 2,000+ 2) x

exp —tA(z cos(8 + z) + ysin(8 + z))]d0dzdy
A S R:, ¢ € Lz(Sl), zE 51.

Pour tout A, f()) est un endomorphisme de L*(5,).

Soit f une fonction sur G ne dépendant pas du
parametre §; en faisant le changement de variable
0r=2+6,0n a:

T = [ [ Sesvpon) x |
exp —A(x cos(07) + y sin(01))]dOrdzdy

Cette derniere expression ne dépend plus de z.
F(X) est donc une forme linéaire sur L2(S;). Ses
composantes dans la base B = {exp —nf,n € Z}
de L*(S;) sont donées par :

2n .
fn(/\) — / sz(x7 y)e—z)\(:cc059+y smﬁ)e—mﬂdadmdy
]

3.2 Invariants par déplacements

Soit f une image ; elle peut étre considérée comme
une fonction sur G ne dépendant pas de §. On
peut don calculer les f,()). Définissons sur R} la
fonction Iy par

n=-+o00

L= 1M

=0

On montre facilement que si f € L*(R?) alors
cette série converge pour tout A.

Théoreme 2 Soient f et g deuxr images;
si g(z,y) = f((0,a,b)(z,y)), alors

VA>0, I;(A) = L.

Nous appelons Iy le descripteur de Fourier généralisé
de f. Hls peuvent étre utilisés pour reconnaitre ou
discriminer les objets dans les images a niveaux

de gris.
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DESCRIPTEURS DE FOURIER GENERALISES
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Figure 1: discrimination de texture

Df1, Df2 et D3 sont respectivement les descrip-
teurs de Fourier généralisés des images 1, 2 et 3.
On observe I'invariance par déplacement et la dis-
crimination de ’objet dans 'image 3. Remarquons
que ces objets ont le méme contour; ils different
par leur texture.

DESCRIPTEURS DE FOURIER GENERALISES
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Figure 2: discrimination de contour

Df4, Df5 et Df6 sont respectivement les descrip-
teurs de Fourier généralisés des images 4, 5 et 6.

Remarque:

e Tous les descripteurs ont été multipliés par

la fonction h(A) = (A — 1)%5.

4 conclusion

Cette méthode de recherche d’invariants peut étre
appliquée a d’autres groupes de transformations.
Dans le cas des groupes commutatifs, la méthode
utilisée nous permet de construire des invariants
complets (au sens qu’on peut reconstruire la forme
a partir des invariants [Gour 89, Crim 82]). C’est
ce que signifie I’équivalence dans le théoréme 1.
Quand le groupe n’est pas commutatif, la recherche
d’invariants complets devient moins aisée. Clest
'une de nos préoccupations actuelles. Nous nous
intéressons aussi & I'extension de cette méthode
aux images tridimensionnelles.
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