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RESUME

L’utilisation des modeéles géométriques associés aux champs aléa-
toires connait un développement important en modélisation spa-
tiale et en analyse d’image. Dans ce travail, analyse d’images,
géométrie algorithmique et géométrie stochastique trouvent un
point commun dans les modéles de partitionnement optimal. Le
but est en effet d’associer & un modéle énergétique et géomé-
trique, une image et d’en trouver le minimum. Cette méthode
est donc une alternative aux approches classiques de type divi-
sion et fusion.

1 Introduction

Les modéles géométriques de partitionnement fournissent
un codage pour compresser, représenter, segmenter, quanti-
fier, voir interpréter des images numériques [Ahuj85, Brand92,
Bert95, Marc92]. Ce codage peut étre non-adapté (partition-
nements réguliers) ou adapté (partitionnements irréguliers)
aux données observées.

Dans IR?, il existe une infinité de partitionnements. Les
nombreux dessins d’Esher en sont des exemples ol les élé-
ments de surface s’emboitent a 'infini. Toutefois, ces parti-
tionnements sont difficiles & exploiter du point de vue ma-
thématique ou informatique.

Dans ce but, les partitionnements réguliers du plan (carré,
triangulaire, hexagonal) sont sans doute plus appropriés. Tou-
tefois, ils sont assez limités puisqu’ils ne permettent d’obtenir
qu’un échantillonnage régulier des données.

Les partitionnements non réguliers permettent de réaliser
un échantillonnage irrégulier des données et donc de rendre
le partitionnement adaptatif (i.e. les éléments sont adaptés
aux données a échantillonner). Le partitionnement le plus
connu et le plus utilisé est sans doute le quadtree.

Je me suis toutefois focalisé sur les partitionnements ir-
réguliers de Voronoi pour leur grande adaptabilité et leurs
nombreuses propriétés géométriques [Aure91] (Fig. 1). De
plus, leur étude peut étre menée pour d’autres notions de
proximité (distance euclidienne pondérée additivement et mul-
tiplicativernent) et d’autres espaces (tores, sphéres ou des
surfaces plus générales) permettant de mieux adapter la géo-
métrie du partitionnement a la géométrie des données.
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2 Diagrammes de Voronoi: Quelques
Définitions
Si S est un ensemble de n points de IR? et p un point de S,
alors ’ensemble des points m de IR? plus proches de p que de

n’importe quel autre point de S définit la région de Voronoi
notée Vorg(p) qui est un polygone convexe associé a p:

Vorg(p) = {me IR.Z,(l(m,p) < d{m,q),Vq € S}.

L’ensemble de toutes les régions de Voronoi forme le dia-
gramme de Voronoi qui est une partition de IR

VOR(S) = Upegvors(p).

Le graphe de Delaunay noté DEL(S) = (S, F), dual du
diagramme de Voronol, permet de coder de maniére cohé-
rente les relations d’adjacence entre les régions de Voronoi:

E = {(p,q) € 5%, Vors(p) N Vors(q) # #}.

Ces relations permettent donc de définir une notion topo-
logique de voisinage :

Vpe S, Ns(p) = {q € S tel que (p,q) € E}.

Par la suite les polygones de Voronoi seront liés a des at-
tributs associé 3 une image et le graphe de Delaunay gérera
les interactions (Fig 1).

3 Partitionnement d’Images par Po-
lygones de Voronoi

Le but est de représenter une image a ’aide d’un modéle
géométrique de partitionnement pour obtenir un codage par
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F1G. 1 - Partitions en polygones de Voronoi (traits gras) et
partition en triangles de Delaunay (traits fins) dans R? pour
une trentaine de points.

des éléments de surface structurés dans un graphe. Mes tra-
vaux ont porté plus spécifiquement sur les partitionnements
adaptatifs de Voronol pour trois raisons essentielles :

— ils sont robustes 4 la translation et & la rotation (grande
stabilité);

— ils permettent de retrouver le squelette ou exosquelette
d’objets présents dans une image (émergence de struc-
tures);

- ils sont adaptés aux images vidéo (grande flezibilité).

En ce qui concerne la représentation d’images par poly-
gones de Voronol deux approches essentielles ont vu le jour.

3.1 Approche 1: Processus de Poisson Ho-
mogeéne et Fusion

Une premiére approche due 3 Ahuja en 1985 utilise le pro-
cessus de Poisson homogene d’intensité A [Ahuj85) pour gé-
nérer aléatoirement un ensemble S de N points dans une
image. Ces points vérifient donc les deux propriétés fonda-
mentales sulvantes :

— le nombre de points pour une région A de P'image suit
une distribution de Poisson de parametre AA;

— les variables aléatoires correspondantes pour des régions
disjointes sont indépendantes.

Une fois le diagramme de Voronoi calculé pour cet en-
semble de points, on détermine pour chaque polygone de
Voronot son niveau de gris moyen. Finalement une étape de
fusion est basée sur un critére de similarité permettant de dé-
finir des polygones inutiles. En effet, si un polygone Vorgs(p)
et tous ses voisins sont semblables, alors p est inutile et on
supprime Vorg(p) du diagramme de Voronol VOR(S) (deux
régions de Voronol sont semblables si leurs niveaux de gris
moyen sont similaires). Ce critére de similarité fait donc in-
tervenir une notion de seuil de similarité o qui est a déter-
miner en fonction de 'image.

Une autre approche due & Chassery en 1991 est basée sur
Papproche division et fusion en 2D [Chas91] et en 3D [Bert93].

L’originalité est donc dans la phase de division qui fait in-
tervenir un critére d’homogénéité associé aux polygones de
Voronoi. Ce critére est lié & une mesure de statistique du se-
cond ordre (mesure de la variance des niveaux de gris au sein
de chaque polygone): a%(Vors(p)) < B ot B est un seuil (&
déterminer) associé au critére d’homogénéité. Chaque région
non-homogene est divisée, en paralléle (critére géométrique
d’ajout de points) jusqu’a la convergence (toutes les régions
sont homogénes). On peut donc considérer que c'est 'image
qui guide la localisation des points.

La phase de fusion permet de supprimer les régions de
Voronol inutiles générées par 1’étape de division. Cette étape
est en fait identique a celle proposée par Ahuja dans son
algorithme.

Le résultat final obtenu est un partitionnement composé

3.2 Approche 2: Division et Fusion

de régions vérifiant deux régles permettant une bonne adé-
quation du partitionnement a 'image:

— Chaque polygone est homogene.

— Chacue polygone posséde au moins un voisin qui ne lui
est pas semblable.

Associés a I'approche division et fusion les diagramimes de
Voronoi permettent de fournir un partitionnement adapté
4 image mais sans garantir un critére d’optimalité. C’est
précisément sur ce point que porte cet article.

4 Partitionnement Optimal par Po-
lygones de Voromnoi

Dans cette section, on cherche a déterminer ’emplacement
optimal de points dans une image (i.e. partitionnement opti-
mal par des polygones de Voronol). L’idée est de remplacer
le processus de Poisson homogeéne d’intensité A non-adapté
a I'image par un processus ponctuel markovien plus général
adapté & 'image par le biais d’une énergie (équation 1).

4.1 Les Processus Ponctuels Markoviens

Soit K un compact de IR? muni de la tribu des boréliens.
On définit I'espace exponentiel © sur K comme étant l'en-
semble de toutes les réalisations possibles de N points dans
K,0<N<oo(Q={S={p1,...,on} € KN N €N}) ol
les points p; sont liés par une relation de voisinage. Dans ce
travail cette relation est donnée par le graphe de Delaunay.
Finalement, un processus ponctuel sur K est une variable
aléatoire X a valeur dans Q.

Le processus ponctuel est markovien si sa densité de pro-
babilité est de la forme suivante (théoreme de Hammersley-

Clifford) :

flay, .. en) = erp=U(Ey. IN) ;‘TN

oll U est une énergie qui ne charge que les cliques du graphe
de Delannay (localité) et Z est une constante de normalisa-
tion. Dans cet article, U est attachée a 'tinage par I'équa-
tion 1. On peut remarquer que le processus de Poisson est




un processus ponctuel markovien associé a 1’énergie 1 dont
on ne conserve que le premier terme.

Rippley et Kelly sont & l'origine des processus ponctuels
markovien [Ripp77]. Dans leur article, ils proposent comme
systéme de voisinage des interactions & portée fixe comme par
exemple les boules de rayon € (¢ € Ns(p) & ¢ € B(p, ¢€)).

En 1989, Baddeley et Mgller ont élargi cette notion de voi-
sinage au graphe de Delaunay (interactions & portée variable)
et ont proposé un théoréme équivalent au théoréme de Ham-
mersley et Clifford (équivalence entre processus ponctuels
markoviens et processus de Gibbs). Leur résultat est véri-
fié sous deux conditions techniques de consistance qui sont
remplies par le graphe de Delaunay [Badd89, Kend90].

Une différence notable avec les processus ponctuels sur ré-
seau [Pres74, Guyo92)] utilisés classiquement en imagerie est
que € a la puissance du continu ce qui rend plus délicat
la construction des espaces probabilisés. De plus (contraire-
ment au cas ou espace  est fini), I'existence et 'unicité
de la mesure invariante de Gibbs ne sont assurées que sous
certaines conditions techniques.

4.1.1 Partitionnement optimal d’une image

L’idée centrale de cet article est de considérer la parti-
tion optimale en polygones de Voronoi d’une image comme
la réalisation d’un processus ponctuel markovien, générali-
sant ainsi ’idée d’Ahuja. La contribution de ce travail porte
donc sur l'application de la théorie des processus ponctuels
markoviens associés au systéme de voisinage Ns(p), p € S
provenant du graphe de Delaunay. Le but est d’avoir une par-
tition en polygones de Voronoi d’énergie minimale pour une
image donnée. L’énergie U est composée d’un premier terme
d’attache aux données et d’un deuxieéme terme représentant
le coiit & payer pour 'introduction dun point:

U(S) = AN + > (Vors(p)) (1)

PES

ot ¥(Vors(p)) est un critére associé a la région de Voronol
Vors(p) (par exemple la variance o (Vors(p)) des niveaux de
grisde Vorg(p)), N est le nombre de points du diagramme de
Voronoi associé a la réalisation S du processus spatial mar-
kovien et X est un paramétre strictement positif. Associée a
Papproche dynamique incrémentale (insertion et suppression
locales d’un polygone) pour la construction du diagramme de
Voronoi [Bowy81], ’approche markovienne est extrémement
bien adaptée aux partitionnements de Voronoi en vu de ré-
soudre ce probléme d’optimalité. En effet, I'insertion (et la
supression) d’un point se fait localement aussi bien du point
de vue de la géométrie algorithmique (Fig. 2) que du point
de vue de la géométrie stochastique.

En effet, du point de vue de la géométrie algorithmique on
peut monter que Pespérance du nombre de voisins d’un point
p € S du graphe de Delaunay DEL(S) est 6. Ceci montre
qu’on est en présence d’une trés bonne notion de localité.

Du point de vue de la géométrie stochastique on obtient la
variation d’énergie suivante lors de I'insertion d’un nouveau
point £ :

AU =U(SU&) -U(S) =
AN +1)+ 2 ($(Vorsue(6)))

pESUE

~AN = 3 (#(Vors(p))

peS

Du fait de la localité du graphe de Delaunay, on obtient
finalement:

AU =X+ 9(Vorsue(€))+
Y. (@(Vorsue(p)) — v(Vors(p)))

PENsue(§)

Pour la suppresion, le schéma est le suivant (£ est mainte-
nant le point supprimé):

AU=US-€)-U(S) =
AN =1+ T (@Vors—e()

—AN = 3 (#(Vors(p)))

pES

Le méme argument permet d’arriver a la formulation sui-
vante :

AU = A+
E;Em (b(Vors—¢(p)) — ¥(Vors(p)))

FiG. 2 - Ajout d’un point par modifications locales du dia-
gramme (seuls les polygones voisins du polygone inséré sont

modifiés)

Pour trouver la partition optimale (échantillonnage opti-
mal) Pévolution du placement des points se fait selon un pro-
cessus de naissance et de mort associé a la fonction d’énergie
donnée par I’équation 1 dont la valeur tend & décroitre selon
le méme principe que celui du recuit simulé [Moll94]. Des ré-
sultats de I’algorithme sont donnés (Fig. 3, Fig. 4 et Fig. 5).
On peut voir sur ces figures que les points convergent de part
et d’autre des contours pour minimiser le critére de variance
utilisé (les contours se comportent comme attracteurs des
points grice au processus d’optimisation).

5 Conclusion

La grande richesse et le large domaine d’application de
la géométriques stochasticque m’ont permis de contribuer au
probléme de partitionnement optimal des images. D’autres
applications sont envisageables dans de nombreux domaines
et c’est sans doute une des grandes forces de la géométrie
stochastique.

Les recherches devront s’orienter vers une amélioration de
Pénergie donnée par Péquation 1 en utilisant des critéres plus
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FiG. 3 - Le nombre de points est successivement : 5024, 2246,

1244 and 485.

SRR

SR RTINS

FiG. 4 - Le nombre de points est successivement: 361, 215,
145. La derniére colonne illustre l'image originale et l'image
de la partition de Voronoi.

sophistiqués que la variance et en utilisant un potentiel gé-
rant les interactions de paire (troisiéme terme du potentiel
sutvant) :

U(S) =AN + %w(Vors(P))

r
+ 3, ¢ (Vors(p),Vors(q))
(r.q)eE

On prendra alors soin de remarquer que le processus ne sera
markovien qu’a Podre 2, c’est & dire en faisant intervenir les
voisins des voisins. On peut toutefois remarquer que I’expres-
sion 1 tient déja compte indirectement des voisins puisque la
forme des polygones dépend du voisinage. C’est sans doute

F1G. 5 - Processus du recuit simulé (naissance et mort). En

bas et de gauche & droite le nombre de points est successi-
vement : 5024, 2246, 1244 et 483. En haut, illustration des
diagrammes de Voronoi correspondants.

une des grandes force des diagrammes de Voronol associés
aux processus ponctuels markoviens.
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