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RESUME
Nous nous proposons dans cet article de définir une mesure
de Dlinformation associée aux éléments d’un ensemble convexe
C muni d’une mesure de référence u. Nous énoncerons quelques
propriétés simples que devrait présenter une telle mesure d’in-
formation, et nous identifierons alors celle-ci a la transformée de
CRAMER de la mesure de référence p.
Nous montrerons que cette mesure d’information est liée
3 Pinformation de KULLBACK-LEIBLER et aux familles expo-
nentielles. Nous chercherons ensuite a définir des divergences.
Nous pourrons en particulier faire apparaitre des divergences de
BREGMAN et des f-divergences. Nous examinerons enfin I’appli-
cation de ces résultats a la résolution de problémes inverses.

1 INTRODUCTION

% UTILISATION de mesures d’information ou de gain
d’information en traitement du signal et de 'image
est multiple, que ce solt en communication, codage et
compression, détection ou estimation, voir par exemple
(BassEVILLE 1989). Nous nous proposons ici de chercher a
définir une mesure de 'information associée aux éléments
d’un certain ensemble convexe C muni d’une mesure de
référence p, avec une perpective, — non limitative — d’ap-
plication a la résolution de problémes inverses linéaires. Pour
ce faire, nous énoncerons quelques propriétés simples que de-
vrait présenter une telle mesure d’information, et nous iden-
tifierons alors celle-ci & la transformée de CRAMER de la me-
sure de référence p. Cette démarche s’inspire des construc-
tions axiomatiques de SHANNON, de SHORE & JOHNSON et
des travaux plus récents de (CsiszAR 1991).

Nous montrerons ensuite comment ces mesures d’infor-
mation sont liées & 'information de KULLBACK-LEIBLER.
Disposant de mesures d’information, ou entropies, nous
chercherons & définir des gains d’information, ou diver-
gences. En particulier, nous retrouverons certaines diver-
gences de BREGMAN et f-divergences.

Nous examinerons enfin Papplication de ces résultats 3 la
résolution de problémes inverses. Une annexe collecte enfin
quelques résultats d’analyse convexe utiles lors de Pexposé.

2 QUELQUES PROPRIETES DESIRABLES

Soit p une mesure de référence, et C ’enveloppe convexe
fermée du support de u. Pour simplifier, on supposera ici
que p est une mesure de probabilité. On note &, la moyenne
sous cette mesure de probabilité, ®, = E,{®}, et on définit
par I, (x) Pinformation associée & un élément x de C. Afin
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de rechercher cette mesure d’information, nous énongons ci-
dessous quelques propriétés intuitives et désirables qu’elle
devrait vérifier.

o 1. Positivité. L’information est une quantité positive:
Iu(z) > 0.

e 2. Minimum. L’information est nulle, et minimale, pour
la moyenne sous p. Connaissant C et u, ®, est 'objet par
défaut dont I’observation n’apporte aucune information, ou
dont la sélection ne nécessite aucun apport d’information:

I:I};flﬂ(m) =1I,(®,) =0.
o 3. Convexité. L’information est une fonction convexe :
Li(omy + (1 — a)zg) < aly(@) + (1 — a)l,(xs).

Cette propriété de convexité n’est pas immédiatement
liée 3 des notions d’information. Notons que CSISZAR
(CsiszAR 1991, Théoréme 1, page 2044) obtient cette pro-
priété de convexité comme conséquence de propriétés de
localité et de régularité.

e 4. Indépendance. Si la mesure est séparable en deux blocs,
i.e. p(x) = p(e1)pe(ws), alors Pinformation globale est la
somme des informations définies sur les blocs indépendants :

Iu(‘l’) - ]ﬂl(zl) + Iﬂ2(m2)'

o 5. Additivité. Soit = la somme & = ®; + @9, o0 ] et
9 appartiennent respectivement a deux convexes C; et Co
munis des mesures p; et pz. L’information apportée par
cette somme est inférieure a4 la somme des informations
considérées indépendamment:

I#l*#z(m) < I,Ul(ml) + ]Ilz(mz)'
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e 6. Echelle (homogénéité). Le changement d’échelle & —
ax, pt — ¢’ ne modifie pas I'information: I, (ax) = I, (=)

2.1 Conséquences de ces propriétés

La propriété de positivité est induite par les propriétés 2
et 3: sl information est minimale et nulle pour la moyenne
T, et est une fonction convexe, alors elle est nécessairement
non négative.

On peut assurer que [, soit convexe en l'exprimant
comme la convexe conjuguée d’une fonction continue ¢,
(voir ’annexe)

I(=) = S};p {s'z — ¢.(s)}.

L’unicité de ¢,(3) est en outre assurée si ¢,(s) est convexe
fermée, et la relation précédente est réversible: ¢,(s) =
Sup {s'@ — [,(z)}.

x

L’information peut alors encore s’écrire
ot
(@) = se — du(s2),

pour la valeur s, rendant maximum [l’argument du Sup,
c’est-a-dire vérifiant = — ¢;‘(sm) = 0. Son gradient est
alors simplement Il;(m) = 8,. La propriété 2 entraine alors
sz, = 0. On en déduit alors que 1,(Z,) = ¢,(0) = 0 d’une
part, et d’autre part T, = qﬁ;‘(O)

Examinons maintenant comment sont modifiées les
autres propriétés lorsque 1’on exprime I, sous la forme d’une
convexe conjuguée. Il est facile de voir que ces propriétés de-
viennent

e 4. Indépendance. ¢,(8) = ¢, (81) + ¢, (82).

e 5. Additivité. La propriété d’additivité impose

¢u1*u2(8) > ¢H1(31) =+ ¢#2(32)1

ou l’égalité est en particulier atteinte pour la fonction
génératrice des cumulants.
e 6. Echelle ¢, (8) = ¢,(as).

Posons maintenant pour ¢,(s) la forme.générale sui-
vante :

d’u(s) = f(Eug(S, m))a

et recherchons quelles sont les possibilités pour f et ¢g. La
condition d’échelle fournit

¢u(8) = f(Ewg(s,)) = f(Eug(s, aw)) = $u(as).

On en déduit donc que ¢(s, ax) = g(as, ), et par suite que
9(s,z) = g(s'z).
Examinons ensuite la condition d’indépendance :

qJ)H(‘S) = ¢[l‘1#2]([3132]) = f(E[#lﬂ2]{g('gFlw1 + 83:132)})

doit étre égale a

F(EBu {a(si21)}) + f(Bu, {g(s522)})-

Comme ceci doit étre vral quels que soient 8; et 8o, il faut
nécessairement que g soit séparable en ses arguments, ce
que L'on notera g(si@i + sizo) = g(sizy) e g(shxs), ol
Popération e est soit une addition soit une multiplication (en
raison de la symétrie des arguments). La fonction g ne peut

alors étre que la fonction identité ou la fonction exponen-
tielle, et la fonction f associée ’identité ou proportionnelle
au logarithme. La propriété 2 permet de rejeter l'identité
(condition qb;l(O) =T ,), et sélectionne

$ua(8) = alogE,{exp (e~ s'z)},

ol « est une constante arbitraire qui définit en quelque sorte
« I’unité » de Pinformation. La propriété d’additivité impose
que cette constante soit positive. Pour o = 1, ¢,(s) est la
fonction génératrice des cumulants de pu.

La mesure d’information recherchée est ainsi la fonction-
nelle 7, (x) définie comme la conjuguée convexe de la fone-
tion génératrice des cumulants de g :

Li(w) = Sup {s'z—¢.(s)},

8€Dy,

olt Dy, est le domaine de définition de ¢,(s). Cette fonction
est aussi, par définition, la transformée de CRAMER de .

Pour « positif quelconque, il est facile de vérifier que
Lyo(®) = aly(z).

2.2 Lien avec linformation de KULLBACK-LEIBLER

I1 est possible de la notion d’information
que nous avons introduite ci-dessus a Dinformation de
KuLLBACK-LEIBLER, et de lui donner ainsi un sens plus
précis. Celle-ci est définie par

relier

D(P[|Q)

I

J dP(z)log —(Cli—g(a:) st P @
400 sinon.

L’information de KULLBACK admet la description variation-
nelle suivante, voir (Gray 1990, page 104):

D(Pl|Q) = Sgp {Ep {8} — log Eq {exp ¢}}.

En posant ¢ = s1, et en fixant %, on a alors
D(PIIQ) > Sup {sEp {#} ~ log Bq {exp sy} }.

Notons maintenant P* la distribution qui réalise I'égalité
dans ’expression précédente.

Dans l’ensemble des distributions de moyenne fixée y,
Py ={P | Ep{v} =Ep- {¢} =y}, P* réalise le minimum
de Pinformation de KuLLBACK :

D(P'lI@)= Inf D(PIQ).

On obtient alnsi

Inf D(PIIQ) = Sup {sy — log Eq {exp sv}} = lo(y).
Pe’Py s

Cecl nous permet donc d’interpréter [information I,
comme une forme contractée de I'information de KULLBACK
D(P||p), agissant sur un ensemble de moyennes possibles C.
1] est facile de vérifier que la distribution P* appartient a la
famille exponentielle naturelle engendrée par pu:

dP*(2) = exp (sth(2) — G (s)) dp(a),

ou s vérifie y = ¢}, ,(s).



3 DIVERGENCES

A partir des mesures d’information que nous avons
définies, on peut rechercher & définir des divergences entre
deux éléments du convexe C. Nous examinons dans ce pa-
ragraphe les liens entre la forme d’information étudiée ici
et deux grandes classes de divergences. Nous nous placerons
dans ce paragraphe dans le cas scalaire.

3.1 Divergences de BREGMAN

Si on considére deux fonctions convexes conjuguées 1'une
de Pautre f(z) et f*(2*), ol z et z* sont les variables
conjuguées, on a toujours f(z)+ f*(z*) > za*, avec égalité
lorsque z* = f/(z). La mesure d’information [,(x) étant
construite comme la convexe conjuguée de ¢,(s), on a

Iu(2) + ¢u(s) > s,

avec égalité lorsque z = ¢} (s). On peut alors définir une
« distance » entre z et s par

Bu(z,s) = Lu(2) + du(s) — zs.

Considérons deux valeurs particuliéres z; et sg, auxquelles
sont respectivernent associées les variables duales par

Li(z) + ¢ulsi) =238, =0 i=1,2,

avec z; = ¢, (s;) et s; = I, (2;). En utilisant cette relation,

la distance de BREGMAN, appelée également divergence di-
rigée, peut alors s’exprimer comme

Bu(z1,2) Iu(®1) = Lp(z2) — I (22) (71 — 22),
bu(s1) — dulse) — ¢L(52)(51 — s52).

Si on considére deux membres P; et P, de la famille ex-
ponentielle engendrée par u, respectivernent de moyennes
et parameétres naturels (21, s1) et (z2, s2), alors la distance
de BREGMAN n’est autre que l'information de KULLBACK
D(P;||P;) entre les deux distributions. L’utilisation de la
divergence dirigée correspond donc ici & modifier la mesure
de référence p, en prenant comme référence le membre de la
famille exponentielle de moyenne 5 ; I’objet par défaut sur C
devient ainsi z;. Notons que 1’on a bien entendu B(z, z) = 0,
et Bu(x,z,) = Ii(z).

3.2 f-divergences

Les f-divergences sont une famille de divergences intro-
duites et étudiées par CsiSzZAR, et indépendemment par
ALl et SILVEY. Si f est une fonction convexe vérifiant
f(1) = f'(1) = 0, ces divergences s’expriment sous la forme

Df(:L’l,.'L‘z) = xzf (z—;) .

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu’une
maniére de modifier 'objet par défaut Z, consiste & prendre
une distribution exponentielle par rapport & g comme
nouvelle mesure de référence. Il est possible de procéder
différemment pour modifier I’objet par défaut. On peut en
effet vérifier que si ’on change ’objet par défaut dans la pro-
priété 2, en prenant un nouvel objet m dans C, on aboutit
a la fonction

m
¢£lm)(-s) == log E, {exp sz},
i
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I
qui vérifie bien d)E,m) (0) = m. La convexe conjuguée de cette
fonction, ¢’est-a-dire la nouvelle mesure d’information est

alors .
m _
If‘m)(x) = alﬂ(xua)-
I nous suffit alors maintenant de poser fu(z) = I.(2.2)/Z,,
pour obtenir une f-divergence :

I 2 _ I
Dfu(‘cla“) z2fu <w2> z, @ (xu 132)

On peut vérifier facilement (jue fQ)y =z 1(8,) = 0, et
que f'(1) =z;'1,(2,) = 0.

En changeant ainsi objet par défaut, par deux
procédures différentes, nous pouvons retrouver les deux
grandes classes de divergences — divergences de BREGMAN
et f-divergences — et leur donner ici la signification d’un
changement de mesure d’information.

4 APPLICATION A LA RESOLUTION DE
PROBLEMES INVERSES

On considére le probléme inverse, qui consiste a
déterminer, restaurer, un objet @ lorsqu’on dispose de
I’équation d’observation suivante :

y= Az + b,

ou les composantes de 7 sont des observations indirectes et
bruitées d’un objet x, a I’aide d’un procédé expérimental ca-
ractérisé par la matrice de transfert A. Cette matrice peut
étre mal-conditionnée ou incompléte. Dans ces conditions,
I'inversion directe du probléme est impossible, ou conduit
& une solution de peu d’intérét. Les données doivent étre
complétées par une information supplémentaire qui per-
mette de sélectionner une solution acceptable. Nous sup-
poserons ici disposer d’une mesure de référence p sur 1’ob-
jet, et d’une mesure v pour le bruit. On pourra consulter
(HEINRICH et al. 1995), ainsi que (BERCHER 1995) pour des
exemples de modélisation et d’application aux problémes in-
verses.

A Vaide de ces deux mesures de référence, on peut
déterminer les informations associées I,(x) et 1,(b), et re-
chercher alors la solution @ la moins informative, ¢’est-a-dire
la plus proche de la solution par défaut &,, tout en respec-
tant une contrainte informationnelle liée a I’observation. On
recherchera par exemple & préserver [, (b = y — Ax) < p.
Ce probléme d’optimisation peut donc se formuler comme

Inf I
{ me(rfln’D u(w)

IV(y—A:E) Sp:

ou C et D sont les domaines de définition des deux fonctions.
On peut montrer que ce probléme est équivalent & re-
chercher ’argument de

Inf {I(z)+al,(y— Az)},
Inf{lu(2) +al(y - 42))

=

ot « est une constante positive (c’est le paramétre de
LAGRANGE associé & la contrainte [,(y — Az) < p). Ce
critére prend la forme classique des critéres régularisés.
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On peut obtenir une formulation duale de ce critére en
utilisant le théoréme de dualité de FENCHEL avec F(x) =
I, ( et Gx) = al,(y—Ax). On peut vérifier que G (2*) =
sty—ali(a's"), ol &" est de laforme #* = s' A. En se sou-
venant que [ et ¢ forment une paire de conjuguées convexes,
le probléeme équivalent, qui est souvent non contraint, s’écrit

Sup {sty —ad, (o s — g/)u(s"A)},
.E’:S‘AGC‘PID*

et, pour &* solution du probléme dual précédent, la solution
du probléme primal est donnée par

z = @;J(stA)

s=s*

Des propriétés analogues peuvent etre obtenues pour les

classes de divergences que nous avons définies.

ANNEXE: DUALITE DE FENCHEL

Nous regroupons dans ce paragraphe y

~F PURE -
Co Cuvlis il

lusieurs résultats

~ annvara At da
QLIUS, 18SUS AC ranaayst SonveXe ot ad

voir par exemple

Artanta  tan An 17.\“.\1‘(‘
ory

la théorie de la dualité de FENCHEL,
(LUENBERGER 1969).

1.1 Fonclions conjuguées

On considere une fonctionnelle convexe F définie sur
un sous-ensemble C d’un espace normé X', La fonctionnelle
conveze conjuguée est définie par

Fe)=Sup < et > —F@),  (AD)
zeC

x

et Pensemble conjugué €™ comme 'ensemble des 2™ tels que
F*(x*) soit finle.

Fn tant que supremum de fonctions continues, F~ est
elle-méme convexe. Plagons-nous dans le cas scalaire, et
considérons & nouveau la définition de la conjuguée convexe,
avec t = x, et s = 2% F(s) = Sup,{st — F(¢)}. Lorsque
F(t) est différentiable sur son domaine de définition, et en
notant ¢, la valeur de ¢ rendant maximum {st — F(t)},
s=F'(ts), on a

F7(s) = sty — F(ts). (A-2)

Examinons maintenant 'expression de la dérivée de

! -
F*(s) par rapport & s: F" (s) = t5 + th[s — F'(t;)] = ts;
on obtient ainsi la relation de réciprocité des dérivées :

F(s) = F~(s). (A-3)

Afin de déterminer Uexpression de F*, il faut donc
dériver F, puis calculer sa réciproque 77" = 7 1l faut en-
fin intégrer expression obtenue. Il est possible d’éviter cette
Intégration en utilisant la relation F~(s) = st, — F (i), ainsi

que f’l(s) =t,. On obtient alors

I /
F(s) = sF" (s) = F(F (9)). (A-4)
une fonction concave
définie sur un ensemble D. La fonction concave conjuguée
est définie sur Iensemble conjugué D* par

Fonctions concaves conjuguées: Soit G

G*(z") = Iél{) {<z 2" > -G(2)}.

1.2 Propriéi

On suppose que F et F* sont différentiables sur
Pintérieur de leur domaine. On notera JF(t) la sous-
différentielle de F en £. Pour des fonctions convexes fermées
sur RM | on a (BLLs 1985, théoréme VI.5.3, page 221)

és, inégalilés de YOUNG

(a) F* est une fonction convexe fermée sur IRM
(b) < s,& >< F(t) + F*(s) pour tout s,# € RM

(¢) < 8,8 >= F(t) + F"(s) ssi 8 € dF(t) (condition
analogue & s — F'(t;) = 0),

(d) 8 € 0F(¢) ssi t € 0F"(s) (condition analogue & la

réciprocité des dérivées fﬂl(s) = f,_l(s))

(e} F™" = F, ce qui signifie que F est aussi la
convexe conjuguée de F*: la conjugaison convexe est
« réversible » si la fonction initiale F est convexe fermée.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de dualité
de FENCHEL. Si F et G sont deux fonctionnelles, respecti-
vement convexes et concaves définies sur C et D, alors, sous
des conditions d’existence trés larges,

= {Flz)=G(z)} = Sup {G'(z
reCrD sl D"

Sous quelques conditions peu restrictives, les solutions op-

timales sont liées par une simple opération de dérivation:

si &g et ) sont respectivement les solutions des problémes
primal et dual, alors

- F*(z")}.
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