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RESUME

Deux méthodes de minimisation appliquées a un pro-
bleme inverse 2 deux variables, intervenant en optique
statistique, sont présentées. Dans la premiere méthode le
bruit de mesure est considéré comme gaussien, ce qui
conduit 2 la solution des moindres carrés, alors que dans
la seconde méthode le bruit est supposé de nature pois-
sonnienne. Cette hypothese conduit 2 la classe des algo-
rithmes EM.

I- INTRODUCTION

La transformation de Poisson (TP) [1] intervient en opti-
que statistique pour les faibles flux lumineux ou l'obser-
vation s'effectue en comptage de photons. Nous
considérons le cas bidimensionnel. La TP est la transfor-
mation qui, appliquée & la densité de probabilit¢ (DDP)
P(Q,£2;) d'une intensité lumineuse aléatoire, donne la
répartition du nombre de photons détectés p(n,g).

p(n,q) = j: ﬁ“ K(Q1,n,Q2,¢)P(Q1, 92)ddQ; (D

ol p(n,q) représente la DDP en comptage de photons,
K(n,€1,9,2,) le noyau d'intégration a variables sépara-
bles s'écrivant :

exp(— Q1)Q} exp(— Qz)Qg @
n! q!

et P(Q,Q,) la DDP 2 fort flux, quantité que I'on veut
estimer. L'inversion de la relation (1) passe par une étape
de discrétisation qui conduit a

p = HPH'

K(Q1,n,L3,9) =

©))

ABSTRACT

Two methods to solve an inverse problem, that inter-
venes in statistical optics, are presented. In the first case
we assume that the noise is Gaussian. This assumption
leads to the least square solution. In the second case, we
assume that the noise has a Poisson statistics. That
leads to the class of EM algorithms.

ol p est un tableau, assimilable 2 une matrice de dimen-
sion m*m, représentant les données mesurées, H I'opéra-
teur de la transformation (m*m), P le tableau des
inconnues (m*m) et H' la transposée de la matrice H.
La relation (3) peut étre présentée sous une forme
linéaire qui s'écrit :

p =hP “)

ol p’ et P’ sont des vecteurs de dimension m?*1 repré-
sentant respectivement les données mesurées et les
inconnues et i 1a matrice de la transformation de dimen-
sion m?*m? qui est le produit de Kronecker [2] de la
matrice H par elle méme. Une étude de la relation (4) a
été présentée récemment par notre équipe [3].

L'objet de cette communication est I'étude d'un autre
aspect de ce probleme ou l'on exploite la nature sépara-
ble du noyau d'intégration. La méthode proposée con-
siste a résoudre I'équation (3) en deux étapes. Dans une
premigre étape, on pose

G = PH' &)

En reportant la relation (5) dans la relation (3), on est
donc conduit & résoudre :
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p=HG (6)
ol les inconnues sont contenues dans G. Une fois l'esti-

mation de G effectuée la deuxiéme étape va consister 2
estimer P par la relation suivante

G' = HP* @

Nous proposons une étude de ce probleme en maximi-
sant l'estimateur de la vraisemblance.
Daans un souci de clarté nous développons notre étude en
nous basant sur une relation tout 2 fait générale entre un
objet X et sa transformée Y telle que :

Y=AX (8)
dquation tout 2 fait semblable aux relations (6) et (7).
Dans la réalité, on dispose de Y qui est une version de Y
entachée d'une erreur de mesure. Le probléme est donc
d'obtenir X a partir de Y compte tenu du modele et con-
naissant la nature de bruit. Nous allons étudier 'effet de
ce dernier point dans le cas de notre probleme.
Deux modeles de formation de données vont &tre présen-
tés. Dans le premier on considere que le bruit est de sta-
tistique gaussienne, ce qui conduit & la solution des
moindres carrés et & la classe des algorithmes addition-
nels de type gradient. Dans le second cas on décrit 'effet
de la statistique poissonnienne lors de la formation des
données. Dans ce cas on est conduit & une autre classe
d'algorithmes, multiplicatifs, basés sur le principe de
Expectation Maximization (EM) [4].
La communication est organisée de la facon suivante.
Les sections I et 11T sont consacrées a I'étude de 1a statis-
tique gaussienne et poissonniennne du bruit. Et dans la
section IV on présente l'application de ces deux métho-
des & un modele classique en optique statistique suivie de
la conclusion.

II- STATISTIQUE GAUSSIENNE

La vraisemblance de X, L(X), est une loi de probabilité
conditionnelle qui s'écrit P(¥1X). Maximiser cette loi, ou
plutSt son logarithme, revient 2 estimer l'objet X qui
serait le mieux en conformité avec les données Y. Par
ailleurs, la loi conditionnelle P(Y1X) décrit 1a loi du bruit
[5]. Si b est un bruit additif et indépendant du signal cela
s'écrit :

Y=Y+b €]

ou )7 est une version entachée de bruit de Y et b est le

terme du bruit qui s'y ajoute. Si de plus le bruit est gaus-
sien de moyenne nulle et d'écart type ©, alors la vrai-
semblance de X en tenant compte de l'indépendance des
pixels i et j, s'écrit

£}
L(X)=P(Y]X) =Hexp(_ﬁ_yvz_02ﬁz_)_) (10)
]

avee

fij = EAikaj (11)
k

La solution X s'obtient en minimisant -log(L(X)). Ce qui

conduit a la solution des moindres carrés

, . 2
Min(~ log(L))eMin 3" (Y5 —f3)*  (12)
ij
La relation (12) n'est autre que la minimisation d'une
distance Euclidienne,

Min || Y- AX]]?

La minimisation de la relation (12) peut étre effectuée
par des algorithmes classiques de gradient, qui sont des
algorithmes itératifs additifs. Nous avons estimé la
solution X par 'algorithme de gradient & pas optimal qui
s'écrit :

13)

Xr+1 =Xk +(XkAt(Y—AXk) (14)

ol oy est le pas de descente [6].
L'application de cette méthode aux relations (6) et (7)
conduit & :

Gi+1 = Gy + o H (p — HGy) (15)

Si G* est une estimation de G au bout d'un certain nom-
bre d'itérations, I'inconnue P peut étre obtenue par :

Ptk.H = Ptk + (XkHt(G* —-HPtk) (16)

La solution de maximum de vraisemblance peut présen-
ter des instabilités lorsque le nombre d'itérations aug-
mente. Ceci est essentiellement du au caractdre mal
posé de notre probleme inverse. Afin d'éviter des solu-
tions instables on arréte les itérations avant I'apparition
des instabilités. Les itérations sont arrétées lorsque l'es~
timateur x2 [7] est inférieur & un seuil fixé.

~ 2

2 _ (pfj—pfj) 17

=3 Pimps) an
ij Pij

p est obtenu par la relation (3) a partir de la solution P.
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fig 1 : Illustration des données en comptage de pho-
tons, p(n,q), d'une structure de speckle d'une étoile
double de moyenne 2 photons par pixel et de rap-
port d'intensité de 1.4.

III- STATISTIQUE POISSONNIENNE

Dans le cas de la statistique de Poisson 'estimateur de la
vraisemblance de X, en tenant compte de l'indépendance
des pixels i et j, s'écrit comme [5]

Y;
L(X)=P(Y|X) =Hexp(—fij)% (18)
i v

avec ﬁ-j donné par la relation (11).
On est conduit 2 minimiser la relation suivante :

Min(z —fij +Yijlogfii + constJ (19)
ij

La minimisation de la relation (19) par la méthode EM
conduit 2 l'algorithme multiplicatif suivant :

Y
A* Xg

ol . représente le produit élément par élément et * dési-
gne le produit matriciel classique. Cet algorithme est
couramment appelé algorithme de Lucy [9] ou Richard-
son [8] en astronomie. Mais ces deux auteurs ont établi
cette relation en se basant sur la loi de Bayes sans faire
aucune allusion sur la formation des données.

Xie1 =Xp 0 A" #

(20)
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fig 2 : La densité de probabilité théorique,P(21,£2,)

correspondant aux données p(n,q) montrée par la
figure 1.

L'application de cette méthode aux relations (6) et (7)
conduit 2

21

Grs1 =Gy o H! + L

H7* Jk
On désigne par G, une estimation de G ce qui conduit 2

Go

Piyy =Py o H' *H*P;c

(22)

Dans les deux cas la solution P est obtenue par une
transposition de la solution des relations (16) et (22).

IV- RESULTATS ETCONCLUSION

Les données en comptage de photons utilisées comme
mesures lors de cette étude sont simulées a partir d'un
modele classique en optique statistique (fig 1). Elles
correspondent & la DDP de la répartition de brillance
produite par la somme de deux structures de speckles
[10,11]). En astronomie ceci a des applications pour la
mesure des parametres d'étoiles. Notre but est d'estimer
le rapport d'intensité entre les deux composantes d'une
binaire. Ce rapport d'intensité peut étre estimé approxi-
mativement en évaluant la tangente de l'angle indiqué
sur la figure 2 [12].

Nous avons proposé une étude de deux modeles de for-
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fig 3 : Le DDP reconstruite par la premiére méth-
ode (bruit gaussien). Figure obtenue au bout de
-800 itérations.

mation de données appliqués a un probléme inverse a
deux variables. Il est mis en évidence que la statistique
du bruit joue un rdle important dans le choix du critére
a minimiser. Si la statistique du bruit suit la loi de
Gauss, la solution recherchée est une solution des
moindres carrés qui est obtenue par un algorithme
additif de type gradient. Alors que pour le cas Poisson-
nien, on doit minimiser un critére peu habituel qui con-
duit a l'algorithme multiplicatif de Lucy- Richardson.
La premigre méthode, malgré une vitesse de conver-
gence legerement plus rapide ne garantie pas la positi-
vité de la solution, on doit alors appliquer une
contrainte de positivité apres chaque itération.

Par contre la deuxieme méthode a défaut d'étre rapide a
l'avantage de préserver la positivité de la solution, ce
qui est non négligeable lorsque 1'on traite une grandeur
comme la DDP. La seule condition exigée pour satis-
faire cette contrainte est de commencer le calcul avec
un estimé initial positif.

Dans notre probléme c'est la deuxieme technique qui
donne les meilleurs résultats.

Remerciements
Les auteurs tiennent 2 remercier leur collegue Eric

Aristidi pour son aide lors de la rédaction de cette com-
munication.

(1]
(2]

[3]:

(4] :

(3]
(6]

[7]

[81:
: Lucy. L, 1974 Astronomical Journal 79 745-754.

[9]

Q, P(QI’QZ)

0 5 10 15 20 25 30 35

fig 4 : La solution obtenue par la méthode ou le
bruit est considéré comme poissonnien. Solution
obtenue au bout de 800 itérations.
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