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RESUME

Le jitter aléatoire est normalement percu comme
une interférence perturbante. Dans cet article,
nous proposons l'introduction d’un échantillonnage
gaussien afin de brouiller des processus station-
naires. Nous montrons, en particulier, que sous
certaines conditions que nous spécifierons, le pro-
cessus de départ peut étre reconstruit avec une er-
reur faible.

1. INTRODUCTION

Dans de nombreuses applications, nous souhaitons
brouiller le contenu d’un message, soit pour des
raisons commerciales soit dans le but de garder
Paspect privé des messages personnels. Parmi les
diverses méthodes utilisées, on distingue celles qui
dépendent d’une représentation numérique et celles

qui s’effectuent directement sur le signal analogique.

Cet article présente une méthode appartenant a la
deuxieme classe dans la mesure ou son implanta-
tion peut se faire complétement dans le domaine
analogique. Elle est basée sur l'introduction cont-
r6lée d’un changement d’horloge aléatoire lors de
la transmission du signal. A la réception, la re-
construction est accomplie par un filtrage linéaire.
On réalise ainsi un codage de I'information, dans la
mesure oli une connaissance exacte du filtre de re-
construction est nécessaire afin de pouvoir retrou-
ver le processus original.

2. DEFINITIONS

Les signaux soumis & un changement d’horloge sto-
chastique, qu’il soit dii aux variations du milieu
de transmission ou & un échantillonnage irrégulier,
peuvent étre décomposés en deux composantes or-
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thogonales [1]. Soit X = {X (¢),t € R}, un pro-
cessus aléatoire, stationnaire au sens large, con-
tinu en moyenne quadratique, de densité spectrale
Sx (w), de fonction d’autocorrélation Kx (7) et de
représentation spectrale ©x (w) vérifiant [2] :

X(t) = /R ¢“tdOx (w) (1)

Kx (1) = A €7 dSx (w) 2)

Une version de ce signal soumis a un changement
d’horloge est donnée par :

Ut)=X(t—-A()) (3)

ol les processus A (t) et X (t) sont indépendants.
A (t) est stationnaire dans le sens ou les deux fonc-
tions caractéristiques, ¥ (w) et ® (r,w), définies
par :

U(w) =
¢ (r,w) =

E { eiwA(t)}
E { eiw(A(t)fA(t+T))} ( 4)

sont indépendantes de t. La décomposition de U ()
présentée dans [1] s’écrit :

Ut)=G(t)+V(2) (5)
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ol les deux processus, G (t) et V (t) sont orthog-
onaux et G (t) est défini comme le résultat du fil-
trage linéaire de X (t) par le filtre de réponse fré-
quentielle (en général complexe) ¥* (w) :

G(t) = J{R M0* () dOx (w) (6)

La meilleure reconstruction linéaire du processus
X (t) (au sens des moindres carrés) & partir de
I'observation de U (t), est la projection de X ()
sur I'espace de Hilbert engendré par U. Si V est
nul, ceci correspond au filtrage de U (¢) par le fil-
tre inverse U*~! (w), sous réserve que ¥ (w) n’ait
pas de zéros sur le support fréquentiel de X ().
On remarque que, dans ce cas, la reconstruction
s’effectue sans erreur.

3. SYSTEMES ECHANTILLONNES

Le développement ci-dessus est valable pour des
signaux a temps continu. Néanmoins, des équival-
ents en temps discret existent. Nous définissons
d’abord le signal échantillonné comme suit :

Up=X(n—A,) (7)
Les deux fonctions caractéristiques sont redéfinies :
El {eiu.)An}
E {ew(An—An+p)}

U(w) =
®(p,w) =

Comme dans le cas continu, on définit la suite G,,
comme le résultat d’un filtrage linéaire :

G, = /R EmT* () dOx (w) 9)

peIN (8)

et la suite V,, comme le signal d’erreur :
Vo=Up -Gy (10)

Alors les deux processus G, et V, sont orthog-
onaux et les considérations ci-dessus restent val-
ables. Dans la suite, nous limiterons ’analyse aux
signaux a temps continu, méme si les résultats sont
valables également pour des systémes échantillonn-
és.

4. DEFINITION DU CODEUR

Nous proposons de coder le signal transmis par
I'introduction contrélée d’un changement d’horloge
gaussien. Le jitter est un bruit blanc gaussien, filtré

par H (w — wp), ot H (w) est la réponse fréquentielle
d’un filtre passe-bas tel que :

Hw) =0 Vw¢ (-%%) (11)

Ces opérations sont indiquées par la figure 1.

Brult
Blanc

Gaussien

;

Filtre Passe-Bande

3 (H(w+wo)+H(w-wo))

UR)=X(t-A
e enangemen O=X(-A®D)
d'horloge
Figure 1 : structure du codeur

Puisque le processus A (t) est gaussien, les fonc-
tions caractéristiques définies par (4) peuvent étre
exprimées en fonction des parameétres du proces-

sus :
V(w) = exp (_w2202)
¢ (r,w) = exp (—w202 1-p (7')))
= U?(w)exp (wzazp (7')) (12)
ot 62 est la variance et p(7) la fonction d’auto-

corrélation normalisée du processus A(t). Cette

derniére peut étre exprimée en fonction du filtre
H(w):
p(7) = h(7)cos (wpT) (13)

ou h (7) est la réponse impulsionnelle du filtre passe-
bas, c’est-a-dire la transformée de Fourier inverse
de H (w). La fonction d’autocorrélation de U (),
définie par :

Ky(r) = E{U@U"(t-7)}

/R €9Td* (1,w) dSx (w)  (14)

peut donc s’écrire :

Ar) (wo) 7 g (w) dSx (w)
(15)

9= g0



En prenant la transformée de Fourier de (15), nous
trouvons la densité spectrale de U (t) :

00 0,2k
dSy (W) =) (T!_Fk (w) ® w*¥? (W) dSx (w))

k=0
(16)
* ot Ty (w) est la transformée de Fourier de p* (7).
" Nous remarquons que pour tout k impair, T’ (w)
a des composantes centrées aux fréquences w dans
I’ensemble I avec :

Iy ={w,w=(2p+1)wp avec |2p+ 1| < k} (17)

De méme, pour tout k pair, les composantes se
trouvent aux fréquences w dans ’ensemble P avec :

Py = {w,w = 2pwq avec |2p| <k}  (18)

L’équation (16) montre que l'effet du jitter a été
de reproduire le spectre de X (t) autour des mul-
tiples entiers de wy. Avec un choix convenable du
filtre H (w) et de la fréquence wy, ces reproductions
peuvent étre séparées dans le domaine spectrale.

5. RECONSTRUCTION

Pour k£ = 0, la puissance centrée autour de w = 0,
est donnée par :

dSyo (w) = ¥ (w)* dSx (w) (19)

On remarque que ce spectre est identique au spec-

tre de G (t) [3].

De plus, le signal passe-bas est la somme des ter-
mes venant de tout les k pairs dans ’équation (16).
Puisque p(7) est normalisé, I'; (w) est majoré par
l'unité et sa largeur de bande est kwg. Pour une
source a bande limitée et normalisée, c’est-a-dire :

dSx (W) =0 Vw¢ (—“’—20 “’—2"-) (20)

la puissance autour de w = 0 dans la bande de
la source est majorée par (sous réserve que wy >

UJC) :

o®* ¥ 2%k 1,2
Mk:ka‘! '/‘_:?w U (w) dw (21)

L’évaluation de (21) pour 62 = 1 montre que les
termes interférant sont négligeables (M, < 0.01)
pour we < 0.5. Donc, pour une source a bande
limitée & we < 0.5, seule dSyo(w) joue un role
dans dSy (w) autour de w = 0.

(R

Comme les deux composantes de la décomposition
sont orthogonales, on peut donc conclure que I'effet
du jitter a été de séparer G (t) et V (¢) dans des
bandes fréquentielles différentes, avec G () dans
la bande inférieure et V' (t) dans les bandes supé-
rieures. La reconstruction de X (¢) est donc possi-
ble (avec une erreur faible) par le filtrage inverse de
’énergie centrée autour de w = 0. Cette opération
suppose la connaissance de la fréquence wy et de la
fonction caractéristique ¥ (w).

Rappelons qu’une condition pour une reconstruc-
PP q P

tion sans erreur, mentionnée dans la section 2, est
que ¥ (w) ne s’annule pas sur le support fréquentiel
de X (t). Nous remarquons que cette condition est
automatiquement remplie, puisque la fonction ca-
ractéristique d’un processus gaussien est une gaussi-
enne.

Il est & noter qu’avec un systeme échantillonné, la
somme infinie de composantes spectrales entraine
des problémes de repliement. Quand la fréquence
de I’échantillonnage est suffisamment élevée, cet ef-
fet peut étre négligé.

6. EXEMPLES DE SIMULATION

Afin d’illustrer ce principe de codage par échan-
tillonnage gaussien, on prend un signal N.R.Z de

~ 20 bits, avec wy = 0.157 et H (w) un filtre Butter-

worth de largeur wy = “2. La figure 2 montre la
densité spectrale d’une réalisation de ce processus,
ou nous voyons sans mal ’apparition des nouvelles
composantes spectrales.

POV C

0
fréquence normalisée

Figure 2 : densité spectrale aprés jitter

On montre ’effet du jitter en étudiant le signal
codé et le processus reconstruit pour différentes
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valeurs de o
nal original.

2. La premiére figure montre le sig-
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Figure 8 : signal original

Les figures 4 et 5 montrent le signal codé et la

reconstruction pour % = g.
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Figure 4 : signal codé - o = ¢
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Figure § : signal reconstruit - 0% =

Les figures montrent que, lorsque la variance
du jitter est faible, le processus reconstruit corres-
pond bien au signal de départ. Par contre, 'effet

du codage est faible dans la mesure ou il est pos-
sible de repérer la séquence des bits & partir de
I’observation de signal transmis. En augmentant
la variance & 0% = % on obtient un codage plus fort
(figure 6), ce qui implique bien sir une erreur de
reconstruction plus élevée.

Figure 6 : signal codé - 0* = %
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Figure 7 : signal reconstruit - o = %—

7. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons présenté une méthode
de codage basée sur un changement d’horloge gaus-
sien. On a vu que, si les parametres sont bien
définis, la reconstruction avec une faible erreur est
possible.
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