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Résumé

Cet article introduit, dans le contexte de la localisation de
sources, une nouvelle technique d’estimation du Propagateur
A partir des statistiques d’ordre quatre. Le Propagateur est
un opérateur linéaire qui dépend des paramétres de propa-
gation et qui permet la détermination du sous-cspace bruit
sans aucune décomposition propre de la matrice interspec-
trale des signaux regus. A la différence des techniques clas-
siques d’estimation du Propagateur & partir des statistiques
d’ordre deux, cette technique fournit un estimateur asymp-
totiquement non biaisé. Les performances asymptotiques de
la méthode proposée ont été développées. Des simulations
numériques illustrent la validité de la méthode dans des con-
textes difficiles.

1 Introduction

Les techniques classiques de traitement d’antenne n'ex-
ploitent que les statistiques d’ordre deux des signaux regus
sur les capteurs d’une antenne. Cette restriction n’est jus-
tifiée que dans un contexte gaussien oll les statistiques
d’ordre deux décrivent complétement les propriétés statis-
tiques des signaux regus. Mais dans beaucoup de cas
pratiques, notamment en communications numériques, les
signaux regus ne sont pas gaussiens ct donc conticnnent
de Vinformation dans leurs moments d'ordres supéricurs
a4 deux. C’est dans ce sens que les techniques de tratte-
ment d’antenne d'ordre supérieur furent développées {1, 2].
En particulier les techniques basées sur les cumulants
d’ordre quatre, présentent ’avantage d’avoir une capacité
de détection théorique accrue et d’étre asymptotiquement
insensibles aux bruits gaussiens, et de ce fait ne nécessitent,
ni la modélisation ni I’estimation de la covariance du bruit.

Dans cet article, on s’intéressera a une méthode haute
résolution d’estimation des directions d’arrivée des sig-
naux reg¢us sur les capteurs d’une antenne. Cette méthode
utilise un opérateur linéaire appelé Propagateur [3, 4] qui
ne dépend pas des amplitudes complexes des sonrces mais
seulement des paramétres de propagation. Cet opérateur
repose sur un partitionnement de la matrice des vecteurs
directionnels des sources [5]. En absence du bruit, fa ma-
trice de covariance se partitionne de la méme facon que la
matrice des vecteurs directionnels des sources. Le Propa-
gateur est alors estimé a partir de la matrice de covariance
par un simple processus des moindres carrés. Notre princi-
pale contribution est de montrer comment on peut estimer
le Propagateur a partir des statistiques ’ordre quatre.
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Abstract

This contribution introduces, in the source localization con-
text, a new estimation technique of the so-called Propagator
operator from the fourth order statistics. The Propagator is a
linear operator depending on the propagation parameters. It
allows the noise-subspace determination without any eigen-
decomposition of the cross-spectral matrix of the received
signals. In contrast to second order estimation methods of
the Propagator operator, this method gives an asymptoti-
cally unbiased estimator. The performance of this method is
assessed by deriving the asymptotic distribution of the DOA
(i.e direction-of-arrivals) estimators. Several numerical simu-
lations are presented to demonstrate the effectiveness of the
method.

2 Modéle des données

Considérons une antenne composée de m capteurs iden-
tiques, alignés et équidistants d’une distance d. Soient n -
(n < m) fronts d’onde plans a bande étroite autour de la
fréquence fp, incidents sur I’antenne et provenant de sources
dans les directions {6;,---,0,}. Le signal recu a 'instant ¢
noté x(t) est un vecteur complexe (m x 1) qui s’écrit alors :

n

x(1) = Us(t) + b(t) = > _u(6:)si(t) + b(t) (1)

i=1

ol s(¢) est un vecteur (n x 1) complexe dont la i-iéme com-
posante s;(¢) est U'enveloppe du signal analytique émis par
la ¢-iéme source et U = [u(f1), --,u(fn)] est la matrice
source de dimensions (m x n) constituée par des vecteurs
sources u(f;) définis & la fréquence centrale comme :
— i i j(m-1)¢:1T
u(¢5) - [1’8145”"'76]( )¢'] ) (2)
] . 4 RYIRTYe

avec ¢; = %@dsm(&) et ¢ étant la célérité de 'onde regue,
(le symbole 7 indique la transposée). b(t) est un vecteur
complexe de bruits gaussiens non corrélés avec les sources.
Les signaux et le bruit sont des processus stochastiques
stationnaires supposés complexes circulaires, ce qui signi-
fie que :

E[l’il,'-',.’l}ir,mh,'",'-'L'J']:O s S#T’ (3)
ol z; (resp. 27) représente la j-iéme composante de x (resp.
x*) (le symbole * indique la transposée conjuguée pour un
vecteur).
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3 La méthode du Propagateur

Dans cette méthode, les vecteurs directionnels des sources
en bande étroite u(f;) ainsi que la matrice source U sont
partitionnés comme suit, :

we)= | v | o=] 7] @

les vecteurs x; et la matrice carrée X ayant un nombre
de lignes égal au nombre n des sources. Les vecteurs di-
rectionnels x; correspondant aux n premiers capleurs sont
supposés linéairement indépendants. Le Propagateur P est
alors 'opérateur linéaire de dimension n x (m — n) défini
par

P =yVvleay =Py Vi (5)

De (5) et (4), on obtient
QU =0 ou Q¥u(8;) =0, vi (6)

avec

Q" =1[P" -1 (7)

I étant la matrice identité de dimension (m—n) (le symbole
H indique la transposée conjuguée pour une matrice). Les
(m — n) colonnes linéairement indépendantes de () sont or-
thogonales aux vecteurs sources. Elles engendrent donc le
sous-espace bruit. Une fois le sous-espace bruit déterminé &
partir du Propagateur, les directions d’arrivée sont données
comme les arguments des minima de la fonction de locali-
sation suivante :

F(8) = u(0)*QQ%u(0) = [|Q" u(0)|?, (8)

avec 6 €] — 7, 7] et ||.|| désignant la norme euclidienne.

En Absence de bruit, la définition (5) implique que 'on
peut extraire le Propagateur directement de la matrice de
covariance des signaux capteurs

R2 E[xx"] = URU¥ = [ g‘ ] (9)

suivant
R, = PR, (10)

ol R, est la matrice de covariance des signaux sources, R,
Ry et Ry sont des matrices de dimensious respectives mxm,
nxmet (m—n)xm.

En présence de bruit, la relation (10) n’est plus vérifiée
mais on peut procéder par les moindres carrés en cherchant
I’estimée de P qui minimise la norme de Frobenius de s —
PHR, on a alors

PH = Ry(RE R~ RY (1)

L’estimateur du Propagateur fournit par la relation (11)
n’est pas consistant, de plus pour des rapports signal & bruit
faibles les performances de la méthode du Propagateur sont
sérieusement affectées.

4 Estimation du Propagateur a
partir des statistiques d’ordre 4

Statistiques d’ordre 4

Sous les I’hypothéses de circularité (3) et de non-
gaussianité des signaux sources, les moments d’ordres deux
et quatre sont donnés par :

l‘g = E[:Uil‘j]
#{:Ik = E'[:zri:cj:ckm]

les cumulants d’ordre quatre sont alors définis par :

Jk
Qi =
ik
Qi

Cum[z;, 2, «* 2]
ik k. J J,k
Hir —Hil — B H

L'ensemble des quantités & 4 indices Qf,’” définissent un
tenseur (2,2) [6]. Ce tenseur Q est appelé Quadricovariance
des signaux capteurs [1]. De la méme fagon, on définie la
Quadricovariance K des sources par :

Kg i= Cumlsy, s°, s, s8] (12)

On désignera par uf (resp. @) la i-iéme composante du
vecteur source associée & la direction 8, l.e. u(0y) (resp.
u*(f.)). En utilisant ces conventions et grace aux pro-
priétés de multilinéarité et d’additivité des cumulants ainsi
que la nullité des cumulants d’ordre supérieur & deux des
variables gaussiennes, on obtient directement :
Z:lk = uf‘ﬁéﬁﬁu?]{g ] (13)
oli on a utilisé la convention d’Einstein qui consiste & som-
mer sur les méme indices apparaissant en haut et en bas.
La Quadricovariance contractée est une matrice C' obtenue
en sommant sur un indice de bas et un indice de haut
des éléments de la Quadricovariance des signaux capteurs,
selon :
. m .
= Z Cum|ay, mj,:uk,mk] = Q! ,f‘ (14)

k=1

otr les cz’ sont les éléments de la matrice C. Cette som-
mation particuliere sur les indices est appelée contraciion
dans la terminologie des tenseurs, d’ott le nom donné i la
En substituant la Quadricovariance des sig-

naux capteurs donnée par ’équation (13) dans ’expression

matrice .

précédente, il vient :

(,—17.' = uf’ﬁgﬁsui.]\'gg (15)
= u?(f.ﬁuilfﬁ} ﬂé (16)

Cette expression peut étre exprimée sous la forme du pro-
duit de trois matrices :

Cc=Uvzuf (17)

oll Z est une matrice hermitienne de dimension (n x n) et
d’éléments =7 définies par :

ul (18)
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La Quadricovariance contractée a une structure simi-
laire & celle qu’aurait la matrice de covariance en ’absence
du bruit. la matrice Z joue le méme role que la matrice
de covariance des signaux sources, toutcfois cette derniére
dépend des directions d’arrivée des sources contrairement
a la matrice de covariance.

A partir du partitionnement de la matrice source et de
la définition du Propagateur, on montre que la Quadrico-
vartance contractée vérifie le méme partitionnement que la
matrice sources. En effet, en utilisant le partitionnement
(6) de U et la relation (17), on obtient aisément

co A%
= | PHVZVH

. C"l
C_[C'z}

ou C; et C5 sont des matrices de dimensions respectives
nxmet (m—n)xm. Ona:

"
vzvHep ], (19)

PHYZVH P

En posant

C, = Py,

ce qui définit parfaitement le Propagateur. En pratique
on ne dispose que d’une estimée (' de C qui est donnde par

(voir [2]) :
N . ,
C= 7 Z;x(t)x(t) x(t)x(t)" — R — R Trace(R) (20)

ou R est la covariance empirique des signaux capteurs.
Dans ce cas le meilleur estimateur de P est donné au sens
des moindre carrées par

PH = Cy(CHC )1 Cl (21)
Cy
Cy |

Contrairement & 'estimation du Propagateur & partir

avec C =

des statistiques d’ordre deux présentée dans la section 3,
la technique proposée fournit un estimateur consistant (i.e.
P’estimateur P converge en probabilité vers sa valeur exacte
P).

5 Performances asymptotiques

Dans ce paragraphe, nous nous contentons de donner
briévement la démarche suivie pour Panalyse de perfor-
mance et les résultats obtenus. Notre analyse de perfor-

mance statistique est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 1 Soit St une séquence de matrices hermali-
It soul
z7 = f(ST) un estimateur, défini sur un voisinage U/ de S,
du paramétre z = f(S) (x € R*). On suppose que :°

ennes m X m estimant une stalistigue S donndc.

1. La statistique St est asymptotiguement normale :

VT(Sp — S)~—LN(0, ) ¥= (Eﬂ.)lgi,kgm 1<5,1<n
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2. La fonction f est localement continue et différentiable
au point S de différentielle Df = [Df1,---, Dfi].

Alors la séquence d’estimaleurs xr est asymplotiqguement
normale :

VT(zr - 2)—LN(0,4)
Aij = Dfi(S)5E5] D (S) (22)

ot f; est la i-iéme composante de f: z; = f;(S).

A=Df+«¥+DfT

La normalité asymptotique de la statistique utilisée, en
P’occurrence ici la quadricovariance contractée C, est un
résultat classique voir [6]. L’expression de sa covariance
asymptotique ¥ est donnée dans [7]. Ainsi pour vérifier
toutes les conditions du théoréme, nous avons montré la
différentiabilité locale de la fonction reliant P'estimateur
DOA Alastatistique. L’expression exacte de la différentielle
est donnée par:

3 _ iy oot H . .
30 = AT DiQQT + Q7 DiA (23)
ol
-1 (9. L) * o (. \F
Di = ‘ZUI(&i)*QQHu(oi)(u (gz)u(gz) +U(9,)u (01) )
’U.I((},:) = al_:a(:_zl
—(ciefhH~1e,

0

L’expression de la covariance asymptotique des DOA
s'obtient finalement en remplagant dans ’équation (22)
I’expression de la covariance asymptotique ¥ de la statis-
tique C' donnée dans [7] et celle de la différentielle donnée
par I'équation (23) 1.

6 Simulations

On se place dans le cas d’une antenne & cing capteurs
équidistant d’ une demi longueur d’onde. Le bruit additif
est gaussien. On présente sur la figure 1 la localisation de
trois sources qui sont situées &4 #; = —157, #, = 0% et O3 =
159, pour un nombre d’échantillons T=512 et un rapport
signal & bruit (RSB) de 0 dB. Dans ce cas, la méthode
d’ordre quatre permet de localiser les 3 sources alors que la
méthode d’ordre deux ne permet de localiser que 2 sources
avec un biais trés important. La figure 2 présente le cas de
2 sources situées & 6, = —8° et 2 = 8°, pour un RSB=-2
dB. La méthode d’ordre deux ne permet pas la localisation
des deux sources alors que la méthode proposée permet de
localiser parfaitement les directions d’arrivée des sources.
Sur la figure 3, on présente la validation expérimentale des
performances asymptotiques que nous avons réalisé dans
cet article, la variance de 0, est tracée en fonction du RSB
pour #; = —8°, 65 = 8°, 5 capteurs et 1000 échantillons. La
variance empirique est estimée sur 500 réalisations. Cetle
figure montre une bonne correspondance entre les valeurs
empiriques et les valeurs théoriques de la variance des DOA.

INous omettons ici de donner cette expression, vu la limitation de
place et la complexité de la formule.
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61 = —15°, 6, = 0°, 83 = 15°%, T=512 ¢t RSB=0 dB

Variance en dB

intensite des sources en dB

Intensite des sources en dB
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Figure 1. Localisation de trois sources :
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Figure 2. Localisation de deux sources :

01 = —8°, 6y = 8%, T=512 ¢t RSB=-2 dB
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Figure 3. Variance de 8; en fonction du RSB :
01 = —8% et f5 = 8%, T=1000 et 500 réalisations.

Conclusion

Nous avons proposé dans cet article une technique nou-
velle d’estimation du Propagateur 3 partir des statistiques
Contrairement & l’estimation du Propa-
gateur & partir des statistiques d’ordre deux, la technique
proposée fournit un estimateur consistant et asymptotique-

d’ordre quatre.

ment insensible au bruit gaussien. Ceci a été illustré par des
simulations numériques montrant 1’efficacité de la méthode
proposée par rapport a celle d’ordre deux dans des con-
textes difficiles (faible RSB). Une analyse asymptotique des
performances de la technique proposée a été présentée.
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