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RESUME

D’un point de vue mathématique, résoudre un probléme
d’estimation ensembliste revient & chercher un point commun
4 une famille de sous-ensembles convexes d’un espace hilbertien.
La méthode des projections successives a été utilisée dans la
vaste majorité des problémes de restauration et de reconstruc-
tion ensembliste d'images. Elle converge cependant lentement
et requiert de surcroit le calcul de projections exactes & chaque
itération, ce qui est trés coliteux numériquement. On introduit
dans cette communication un nouvel algorithme qui emploie en
parallele les sous-gradients associés aux divers ensembles et con-
verge rapidement grice & ses sur-relaxations extrapolées. Cet
algorithme est simple & mettre en ceuvre et nettement plus avan-
tageux numériquement que les méthodes existantes.

INTRODUCTION

En restauration (ou reconstruction) ensembliste 'image & es-
timer, h, appartient & un espace hilbertien = dans lequel elle est
décrite par une famille de contraintes

(Viel) gi(h) <0, (1)

ou les fonctionnelles (g;)ies sont semi-continues inférieurement
et convexes [6, 16, 18]. Ces contraintes peuvent porter sur h
elle-méme ou bien sur une de ses transformées (Fourier, Radon,
ondelettes), sur le processus de formation de I'image, sur le bruit,
etc. Le probléme est de trouver une image satisfaisant toutes
les contraintes. On définit une famille de convexes fermés par

(Viel) Si ={acE|gla) <0}, (2

et le probléme se réduit donc a la recherche d’un point commun
4 ces ensembles, & savoir

Trouver a* € § = ﬂ Si. (3)
iel
Bien que Papproche ensembliste ait connu un essor remarquable
au cours des quinze derniéres années [6, 16], elle s’est reposée
presque exclusivement sur la méthode des projections convexes
successives «POCS»! pour la résolution de (3). POCS génére
une suite d'images (ar)n»o selon la récurrence

(Vn & N) An4i = Qn =+ /\n (Pn (mod m)+1(an)—an) , (4)

*Recherche subventionnée par le contrat MIP-9308609 de la Na-
tional Science Foundation.
1Projections Onto Convex Sets chez les anglo-saxons.

ABSTRACT

From a mathematical standpoint, solving a set theoretic estima-
tion problem reduces to finding a common point of convex sets
in a Hilbert space. The method of successive projections has
been used in the vast majority of set theoretic image restora-
tion and reconstruction problems. It nonetheless suffers from
slow convergence and, in addition, requires the computation of
exact projections at each iteration, which constitutes a signifi-
cant computational burden. In this paper we introduce a new
algorithm which uses the subgradients associated with the sets
in parallel and converges very efficiently thanks to its extrap-
olated overrelaxations. The implementation of this algorithm
is straightforward and it converges much faster than existing
methods.

ol1 'on suppose que le nombre d’ensembles m = card I est fini,
ou P; est 'opérateur de projection sur S;, et ol les parameétres
de relaxations satisfont

(VneN)e<A, <2-¢ avec 0<e< 1. (5)

On montre que toute suite ainsi construite converge faiblement
(fortement si les ensembles possédent certaines propriétés) vers
une image dans S {14]. Malgré sa popularité, POCS présente
plusieurs inconvénients.

1. Elle converge lentement et il n’existe pas de régle générale
pour accélérer la convergence par le choix des parameétres de
relaxation.

2. Elle ne peut traiter qu'une seule contrainte par itération. Il
n’est donc pas aisé de la mettre en ceuvre sur une architecture
a processeurs paralléles.

3. Elle nécessite le calcul de projections exactes. Ces problémes
auxiliaires sont souvent coliteux numériquement.

4. Elle n’est applicable qu’a un nombre fini de contraintes. Ceci
constitue une limitation dans certains problémes théoriques.

Le but de cette communication est d’introduire une méthode
générale pour résoudre (3) qui s’affranchit des limitations de
POCS. La méthode proposée emploie les sous-gradients associés
aux diverses contraintes simultanément et converge rapidement
grace a ses sur-relaxations extrapolées. Elle est en outre simple &
mettre en ceuvre et nettement plus avantageuse numériquement
que les méthodes existantes. Nos résultats théoriques sur sa con-
vergence unifient et généralisent ceux de plusieurs algorithmes
connus. Des résultats numériques sont également présentés.
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PRELIMINAIRES

On se place dans un espace hilbertien réel = muni d’un produit
scalaire {- | -}, d'une norme || - || et d’une distance d. On notera
B(a, v) la boule fermée de centre a et de rayon v, 'L la transposée
d'un opérateur L : & — =; card A le cardinal d’un ensemble
A, LA son complémentaire, 14 sa fonction caractéristique (i.e.

la(a)=1sia € Aet 1a(a) =0sia¢ A), A son adhérence, et

A son intérieur.

Rappelons quelques résultats d’analyse convexe [2, 12]. Soit
g : Z — R une fonctionnelle et soit

Sy={a€E|gla) <n}, neR, (6)

sa section de niveau 7. Siles sections (Sy)ner sont fermées, alors
g est semi-continue inférieurement (s.c.i.). Nous dirons que g
est semi-bornément compacte inférieurement si pour n'importe
quelle boule fermée B les ensembles (S, [} B)ner sont compacts.
Supposons désormais que g est convexe. Le sous-différentiel de
¢ au point ¢ est Pensemble de ses sous-gradients, & savoir,

9g(a) ={t €E| (Vb €E) (b—al|t) <g(b) —g(a)} (7)

Si g est s.ci., elle est continue et donc sous-différentiable :
(Va € E) 9g(a) # D. Si g est Gateaux-différentiable au point
a, elle posséde un sous-gradient unique en ce point que l’on
note Vg(a) et que lon appelle gradient : dg{a) = {Vg{a)}. Si
@ # A C Z est fermé et convexe, alors tout point a € = admet
une projection unique Pa(a) sur A définie par d(a, Pa(a)) =
minye 4 d(a,b) = d{a, A). De plus,

a a Ay = 2~ Fal@)_
(Va € CA) Vd(a, A) Py ATE ®)
ALGORITHME

Projections sous-différentielles. Comme on ’a vu plus haut,
un inconvénient des algorithmes classiques de projection est que
le calcul des projections est délicat quand les ensembles n’ont pas
une forme géométrique simple (hyperplan, demi-espace, boule,
etc.). Nous nous proposons ici de remplacer, & Pitération n, la
projection exacte de a, € 0S; sur le convexe S; par la projection
P; n(an) de an sur un demi-espace affine fermé S;, contenant
S; mais pas an. D’aprés (7), nous pouvons explicitement définir
ce demi-espace par

Sin ={a €E[{an—a|tin) > gi(an)}, tin € dgi(an)-
(9)

On vérifiera sans peine que an ¢ Si = an & Sin et Si C Sin,
et que la projection P;.(an) sur S; ., appelée projection sous-
différentielle, est donnée par

_ gi(an)
[1£:,n]17

an sl an € Si.

an tin sl oan ¢S,

Pin(an) = (10)

Ainsi, seul le calcul d’un sous-gradient t;, est nécessaire pour
traiter la contrainte g;(an) < 0 au lieu de la projection exacte
Pi(an). On a donc «linéarisé®» le probléme non linéaire de la
projection. Bien siir, quand la projection exacte est facile &
calculer, on peut prendre g; = d(-, S;) et (10) donne alors P;(ax)
grace & (8). La notion de projection sous-différentielle est donc
une extension de celle de projection.

Algorithme. On se donne ao € E, C € N*, § €]0,1/C[, ¢ €
10,1[, et on définit la récurrence :

1€,

(Vn € N) ant1 = an + An Zwi,npi,n(an) - an> ,
(11)
ol a chaque itération n :

{(a) La famille I, des indices des ensembles sélectionnés vérifie

P#1, CI et card{i€ln]an ¢ Si} <C;

(12)
(b) Les projections sous-différentielles
définies par (10);

(Pi,n(an))iezn sont

(c) Les poids (wi n)ier, vérifient

Dwin=1 et (Vi€ ln) win>8lg, (an);
i€ln ' (13)

{d} Lc paramétre de relaxation vérifie An € [6,{2 — €)Ln), ol

> winllPin(an) ~an|
i€ly, 5 si an ¢ mSi,
iel,
L,= Zwi,npi,n(an)“an
i€ln (14)
1 sl an € ﬂ Si.
iel,

Remarques.

1. L’algorithme (11)-(14) est une généralisation des algorithmes
de projection de [4, 9, 13, 14, 15] et des algorithmes de pro-
jection sous-différentielle de [3, 5, 11].

2. Lasuite (Jn)n3>o définit les blocs d’ensembles balayés & chaque
jtération. Le balayage est statique si (Yn € N) I, = I (tous
les ensembles sont invoqués & chaque itération), admissible i
existe (M;)ier C N* tels que (V(i,n) € IxN)i ¢ U::f‘_l Ix
(S: est invoqué au moins une fois au cours de tout cycle de M;
itérations consécutives), et chaotique si 1 = limsup,,_,, ., I»
(chaque ensemble est invoqué infiniment souvent). On a :
statique = admissible = chaotique. Finalement, si on prend
(vn € N) card I, = 1, on obtient un algorithme sériel.

3. L’algorithme (11)-(14) permet ’emploi simultané de plusieurs
ensembles puisque ’on fait la moyenne des projections sous-
différentielles. D’un point de vaue numérique, il peut efficace-
ment &tre mis en ceuvre en adaptant, par le choix des blocs
d’ensembles, la charge de calcul de chaque itération a la puis-
sance des processeurs paralléles dont on dispose.

4. En vertu de la convexité de |[-||?, on a L, > 1. Le mode de re-
laxation (d) comprend donc & la fois la condition standard (5)
employée dans la plupart des travaux (3, 4, 5, 9, 14] et la con-
ditien € € A, < L, employée dans [15]. L’intérét pratique de
cette extension est d’autoriser ’emploi de sur-relaxations ex-
trapolées qui accélérent trés nettement 1’algorithme, comme
nous le verrons dans les simulations. Notons que pour les
algorithmes sériels on a L, = 1 et on ne peut extrapoler les
relaxations au-dela de 2; c’est notamment le cas de POCS.

5. Un mode de relaxation semblable & {(d) a été utilisé dans [7],
ot ’on s’intéressait a la construction d’un point fixe commun
a une famille de contractions fermes.



CONVERGENCE

On rappelle que la famille (S;)ies est finie ou dénombrable et
qu’elle est définie par (2), ot (gi)ier est une famille de fonction-
nelles convexes et s.c.i. Nous dirons que les sous-différentiels de
(gi)ie1 sont localement uniformément bornés si

(V7E€RL)(EFCER)(Viel)(Vae B(0, 7)) dgi(a) CB(O,C)(- )
15

Théoréme 1. [8] Supposons que les sous-différentiels de (g:)ier
solient localement uniformément bornés. Alors, toute suite
(@n)n>o définie par (11)-(14) avec balayage admissible converge
faiblement vers un élément de S. (]

Théoréme 2. [8] Supposons que les sous-différentiels de (g;)ier
soient localement uniformément bornés. Alors, toute suite
(@n)n>o0 définie par (11)-(14) avec balayage chaotique converge
fortement vers un élément de S si 'une des conditions suivantes
est satisfaite :

Q

(i) S#9;

(i) card/ < +oc et l'une des fonctionnelles est semi-
bornément compacte inférieurement. d

Les Théorémes 1 et 2 généralisent les résultats de [3, 4, 9, 14, 15]
sur la convergence des méthodes de type (11).

Dans les applications numériques pratiques, le nombre de con-
traintes est fini ainsi que la dimension de I'espace = des images et
on utilisera le corollaire suivant du Théorgme 2(ii). Il généralise
les résultats de [5] (une version «sous-gradient®» de POCS) et
de [11] (ol le balayage est statique).

Corollaire 1. Supposons que dimE < 400 et card! < +o0.
Alors, toute suite (an)n»o définie par (11)-(14) avec balayage
chaotique converge vers un élément de S. O

RESULTATS NUMERIQUES

Nous reprenons ici un exemple de restauration numérique
d’image similaire & celui présenté dans [17]. Les images sont
de taille N x N, o N = 128. On se place donc dans 1’espace
euclidien usuel RV".

L’image originale est dégradée par convolution avec un noyau
uniforme ¢ de taille 9 X 9 et addition d™un bruit u (cf. Fig-
ure 1). L’image dégradée s’écrit donc £ = Lh + u, ot L est
la matrice Toeplitz par blocs associée au noyau £. Le rapport
image convoluée-sur-bruit est de 35dB. On doit estimer h & par-
tir de z et d’informations & priori sur h, £, et u. L’ensemble
S des solutions est défini & partir de trois contraintes. Nous
utiliserons tout d’abord l'ensemble Sy = (R4)V * associé 4 Ia
contrainte de positivité. Nous supposerons ensuite que la trans-
formée de Fourier discréte (TFD) F(h) = h de h est connue sur
un quart de son support pour les fréquences basses. 1’ensemble
correspondant est S = {a € Z | alxg = hlg}, ot K con-
tient les couples d’indices {0,--- , N/8—1}? ainsi que les indices
résultant des symétries de la TFD bi-dimensionnelle réelle. On
montre aisément que les projections d’une image a, sur S; et
Sa s’expriment comme suit :

Pi(an) = ‘[max{0, an)}]osisNz_l 2 P a(an),

Pz(an) =Ft (ﬁl}( + E;ICK) £ Pz,n(an). (16)

Figure 1 : Image originale, image dégradée

et image restaurée (de haut en bas).
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Figure 2 : Convergence des algorithmes.
{[A] : POCS, [B] : SIRT, [C] : méthode proposée.)

Nous supposerons enfin que les composantes du vecteur u sont
indépendantes et distribuées comme une variable aléatoire U
dont on connait les moments E|U}? et E[U}*. En imposant un
niveau de confiance de 95% sur cette contrainte, on aboutit &
P’ensemble [10]

So={a €E ||z — LalP < } -

p = N2E|U]* + 1.96N/E|[U|* — E2|U|2.
Cet ensemble s’est avéré tres utile dans de nombreuses appli-
cations. Malheureusement, son opérateur de projection doit
étre déterminé par une procédure itérative cofiteuse [17]. En
revanche, en utilisant (10) et le fait que Vgs(an) = V(|jz —
Lax||* —p) = ~2 ‘L(z~ La,), on invoque simplement cet ensem-
ble 4 I'itération n par le biais de la projection sous-différentielle

lir=ll* = p : 2
a"+5[—lTnII2 Lra si|ra])® > p,

an si |Imall> <o, (18)

Ps,n(an) =

ot r, = z — Lan. En utilisant une procédure standard [1}, on
calcule cette expression efficacement dans le domaine fréquentiel
grace a la transformation de Fourier rapide, ce qui donne

[I7a]l” ~ N2

Poplan)=F ' [am+ =2 272 ), (9
2|[e 7|2

olr, =1— ZE; Notons que le calcul exact de Ps;(ay) proposé
dans [17] requiert une vingtaine d’itérations de cofit numérique
supérieur a celui de (19).

Trois algorithmes sont comparés :

[A] L’algorithme POCS (4) avec (Vn € N) Ap, = 1;

[B] Lalgorithme SIRT [13] : (¥n € N) ang1 =3 o, Pi(an)/3;

[C] 1’algorithme (11)-(14) ot (Vn€N) In =1, A =Ln, win=
1/3.

Dans chaque cas on initialise avec as = z et on utilise les cent
premiéres valeurs de la fonction de proximité normalisée, i.e.

3 2

: d n,Si

(1010810 Z"s:l—(a—"'_)‘) » (20)
> im1 (a0, 5)? 0<n<100

pour évaluer la progression des algorithmes vers une solution
(cf. Figure 2). On observe tout d’abord que POCS est plus
rapide que SIRT. Ceci montre que, contrairement &4 une opinion
trés répandue, une méthode de projection parallele n’est pas
forcément plus rapide qu’une méthode sérielle. On remarque
surtout que la méthode proposée est bien plus rapide que POCS
et SIRT : d’une part elle converge en un nombre d’itérations
moindre grace a ses relaxations extrapolées; d’autre part ces
itérations sont peu cofiteuses puisqu’elles utilisent la projection
sous-différentielle (19) pour invoquer S3 au lieu de la projection
exacte requise par POCS et SIRT.

L’image obtenue au bout de cent itérations de la méthode [C]
apparait au bas de la Figure 1.
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