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RESUME

Dans cet article on étudie la question d’existence de
points stationnaires de l’algorithme de Steiglitz et Mc-
Bride en sous modélisation. Une application judicieuse du
théoréme de point fixe de Brouwer [9] nous permet de
montrer que si 'entrée est un bruit blanc et sous certaines
conditions de stabilité du systéme inconnu, alors l’algo-
rithme de Steiglitz et McBride admet au moins un point
stationnaire correspondant & un modéle stable.

Introduction

La plupart des résultats de convergence en identification
concerne le cas de modélisation exacte, ou la fonction de
transfert du systéme inconnu est supposée de forme ration-
nelle et de degré connu.

Cependant, en pratique, les systémes physiques ont des de-
grés trés élevés, voire infinis, voir par exemple [7] pour des
études sur Pestimation du degré de la fonction de transfert
d’une salle de téléconférence. Dans ce cas, 'identification
parfaite par un modéle de degré fini et inférieur au degré
du systéme inconnu est impossible. Dans cette situation,
c’est-3-dire, le cas de sous modélisation, la question princi-
pale qui se pose est la suivante : La méthode d’adaptation
candidate convergera-t-elle vers une “bonne” approxima-
tion du systéme inconnu? Pour les algorithmes qui ne sont
pas des procédures de gradient appliquées & une certaine
fonction de cofit, I’étude de convergence n’a ancune analo-
gie avec les méthodes communes de recherche d’un point
minimum.

En particulier, pour les filtres adaptatifs RII (& réponse
impulsionnelle infinie), ’analyse de convergence est assez
compliquée 3 cause de la dépendance non-linéaire des co-
efficients du filtre aux signaux filtrés. Ainsi, pour établir
I’existence de points stationnaires pour de tels filtres, on est
amené, en général, a résoudre des équations non linéaires;
cect explique la rareté de résultat pour le cas d’ordre réduit.

1l a été montré dans [4] que §’il existe un point station-
naire pour la méthode de Steiglitz et McBride, alors une
borne a prior: simple s’applique sur l’erreur. La difficulté
est, bien evidemment, de montrer analytiqguement ’exis-
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ABSTRACT

Here we address the existence of stationary points for
the Steiglitz-McBride algorithm. If we allow ourselves the
tractable case in which the input sequence to an identifi-
cation experiment is white noise, we shall show that the
Steiglitz-McBride algorithm generically admits a statio-
nary point for which the resulting model is stable, subject
to a certain stability constraint on the unknown system.

tence de points stationnaires pour cette méthode.

Dans cet article on étudie cette question en sous modé-
lisation. Une application judicieuse du théoréme de point
fixe nous permet de montrer que si ’entrée est un bruit
blanc et sous certaines conditions de stabilité du systéme
inconnu, Palgorithme de Steiglitz et McBride admet au
moins un point stationnaire pour lequel le modeéle résul-
tant est stable.

La méthode de Steiglitz et McBride

Soit H(z) une fonction de transfert stable et causale, dé-
crite par la suite {h;} de sa réponse impulsionnelle:

o0

H(z) = Zh; 2 |zl < 1.

1=0

Pour identifier H(z) la méthode de Steiglitz et McBride [1]
minimise, & chaque itération, ’erreur d’équation pondérée
suivante:

Art1(¢7*)  Brya(e?)

. H(eiv : '
Ak+1,rg:-l;-11€ Pm (6 )Ak(e]w) Ak(eJ‘”)
™
avec Ag41(2z) monique et ||F(w)||2 = %/ |F(w)|2dw,

m
pour tout F(w) € Ly. Py est Pensemble des polyndémes

de degré M et Ax(z) 2 [1 z ... z2M]a est la solution &
Pitération k. Le filtre ajusté, a ’itération k + 1, est donné

par H(z) 2 Biy1(2)/Ar1(2).

On montre [5] que le vecteur de coefficients de Byy1(2)
qui minimise ’erreur précédente s’obtient par une trans-
formation linéaire du vecteur a1 et que ce dernier vérifie

SY1
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I’équation suivante:

R(ak)ars1 = U}%+1’/” (1)
avecp =[1 0 0 ... O] et o7, est une valeur positive.
M

On montre [5] que la matrice R(ay) est le grammien! de
la matrice TgCr ol Cr = [cx Zck ZMcp) et cx est

défini par =[1 z 2% ..]ck. Z est opérateur de

Ag{z)
décalage & droite, i.e., Z¢ = [0 ¢‘]*. La matrice I'y est la
matrice de Hanke]l doublement infinie associée & H(z):

rhi hy hs
ho hs hy
I'g = hy h3 hs

Si H(z) est un point stationnaire de la méthode de Steiglitz
et McBride alors le vecteur des coefficients de son dénomi-
nateur, a*, coincide avec un point fixe de I’équation (1) et
inversement. Ainsi, I'existence de points stationnaires de
Steiglitz et McBride revient & ’existence de points fixes de
I’équation (1).

Point fixe

Dans cette partie on s’intéresse a des conditions garantis-
sant ’existence d’un point stationnaire pour l’algorithme
de Steiglitz et McBride. On montre, en particulier, que
sous certaines conditions de régularité de la fonction H(z),
I’équation (1) admet au moins un point fixe. Ce résultat est
établi par une application judicieuse du théoréme de point
fixe de Brouwer [9] ci-dessous :

Théoréme 1 (Brouwer) Soit D un domaine fermé, bor-
né et convere et soit f(.) une fonction continue de D dans
D. Alors f(.) admet au moins un point fire dans D.

Tout polyndome & phase minimal d’ordre M, peut étre
caractérisé. par ses coefficients de reflexion, {5}, avec
|75] < 1. On définie le domaine fermé D comme:

DE(r:|n <1},

avec T =11 7 ma]". Pour que ﬁ(z) soit stable il
faut que A (z) soit a phase minimal, c’est-a-dire, le vecteur
T caractérisant A (z) doit appartenir &4 DS 8D, ou 8D est
la frontiére de ’hypercube D.

Sik=[ry ke k)¢ représentent les coefficients de
reflexion de Ay +1(7), & chaque 7 la relation (1) fait corres-
pondre un k. On appelle f(.) la fonction qui transforme =
en k:

k= f(7).
Si les conditions du théoréme de point fixe sont satisfaites
alors il existe un T, tel que:

Ky = f(T4) = 7u.

1. R(ax) = (TuC:)* (TxCk)

Ceci signifie que Agy1(2) = Ag(z). Voici notre résultat
principal :

Théoréme 2 Siles M +1 fonctions H(z), dH (z)/dz, ...,
dMH(z)/d2™ sont BIBO stables?, alors la méthode de Stei-
glitz et McBride admet au moins un point stationnaire.

Remargues:

- SidM H (z)/dzM est BIBO stable, alors toutes les déri-
vées d’ordre inférieur & M le seront aussi, & condition
que les termes hg, hy1, ..., hps1 restent bornés.

— SiH(z) est rationnelle et BIBO stable, alors &' H (z)/dz*
reste rationnelle et BIBO stable, pour tout z. La condi-
tion est donc automatiquement satisfaite pour des fonc-
tions rationnelles.

- La fonction

o0
H(z) =exp{z) =1+ Z z*, pour tout z,
est irrationnelle, mais elle vérifie les conditions de

Pénoncé. Notre théoreme n’exclut donc pas forcément
des fonctions de degré infini.

On peut montrer que pour tout Ag(z) & phase minimale,
R({ay) est une matrice définie positive (voir appendice), de
structure proche de Toeplitz, i.e. qu’elle vérifie les condi-
tions pour lesquelles Mullis et Roberts [6] ont montré que
Agy1(2) obtenu par la relation (1) est aussi 4 phase mi-
nimale. De plus R(az) est continue et bornée pour tout
Aji(2) & phase minimale.

Dans la suite, Ax(2) sera paramétré par ses coeflicients de
reflexion 7 = [n, Thae )'- Dans cette paramétrisa-
tion, la matrice R(7) reste continue et bornée sur D& 8§D
avec les mémes propriétés que celles énoncées ci-dessus,
puisque ces coefficients de reflexion varient de facon conti-
nue avec les {ax;}. Par conséquent, f(.) est une fonction
continue de D © 0D dans D © §D. Nous montrons (voir
lemme 1) que si les M + 1 fonctions définies dans le théo-
reme 2 sont BIBO stables, alors R(7x) reste bornée sur
la frontiére de notre hypercube. Donc, on pourra prolon-
ger par continuité R(7%) sur le bord de ’hypercube. La
continuité de R(7}) sur le domaine fermé D entraine celle
de f(-) sur D et le théoréme de point fixe nous donne le
résultat désiré.

La continuité du grammien

Dans cette section, on montre que si les conditions du théo-
reme 2 sont satisfaites, alors la fonction matricielle R(7)
reste bornée sur la frontiére 8D, ce qui permet d’établir la
continuité du grammien, donc de la fonction f(-), dans le
domaine fermé D. Dans tout ce qui va suivre, ’argument
de R(-) et les indices k seront omis pour alléger les nota-
tions. Pour montrer que R est bornée, il suffit de montrer
que I’élément (1, 1), & savoir

R1’1 = Ctt FH FH C,
S N’

wt w

2. stabilité au sens d’entrée bornée sortie bornée



reste borné. En effet, puisque ||Z}| = 1 et qu’une matrice de
Hankel vérifie Ty Z = Z¢ Ty, on a, en appliquant I’inégalité
de Cauchy-Schwartz,

|ct (Z?)i_l ITuTy Zj_% c|
N2~ Tyell - I(2°) ! Tacll
ITac|l? = |jw||? = R4, pour tout %, j.
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Nous examinons maintenant plus attentivement le bord
0D. Tant que les poles de 1/A(z) sur le cercle unité restent
simples, nous aurons

lei] < 8, pour tout ¢,
avec c=[c1 ¢z ...]et B < N < oo. Maissi 1/A(z) a
un pdle double sur le cercle unité (situation génériquement
atteignable sur le bord 9D), la suite {¢;} est croissante,
mais peut étre facilement majorée:

le;l < B-(E+1), pour tout 1,
pour une certaine valeur de 3 < oo. Le pire des cas est
d’avoir un péle de multiplicité M sur le cercle unité, cor-
respondant &:

Alz) = (14+2)M ou A(z)=(1-2)M.
Dans cette situation,
lei| <B-(E+ 1M1 pour tout 7.

Nous devons montrer donc que le vecteur w introduit ci-
dessus vérifie toujours [lw||2 < co, ce qui sera assuré dés

lors que
o0

Z|w;| < o0,

i=1

Lemme 1 Si les M+1 fonctions H(z), dH(z)/dz, ...,
dM H(z)/dz™ sont BIBO stables, alors la limite de R sur
la frontiére de hypercube D est bornée.

Pour vérifier ce résultat, commengons par le cas ol des
poles de 1/A(2) sur le cercle unité sont tous simples. Ceci
donne

Ici‘S,B7

Nous voyons directemment que

pour tout ¢.

wy = hico+hocr+hgea+---
hoaeo+ hzep + hgeg +---
haco+ haci+hsea +---

Wy =

w3y =

et que

o0
lwy| = ‘Zhi Ci—1
i=1

(o)
< Y Ikl - fein]
i=1

o0 Kool
sup lei| D |hil =B Jhil.
* i=1 i=1

IA
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Traitant les autres termes {w;} de la méme maniére, nous
obtenons

lwi] < B(|lha|+ k2| + || +---)
lwa| < B tho| + |ha] +---)
lws] < B( tha| +---)

de telle sorte que

leil < 5Ei|hi|-
i=1 =1

Le membre de droite de cette equation est borné si dH (z)/dz
est BIBO stable.

Considérons maintenant le cas ol un pole double (ou éven-
tuellement plusieurs poles doubles) se situe(nt) sur le cercle
unité. D’apres,

lei| < B-(i+ 1),
il vient
lwil < B(lhal+ 21ha| + 3 |hs| + 4 |ha|+ )
lwe| < B( |ha| + 2 |ha| + 3 [ha| + - - )
lwsf < B |hal + 2 ]ha| + - --)

La somme absolue des {w;} est donc majorée par

dolwil <8y ( j) |hsl,
i=1 ji=1

i=1

ou encore

.Mg
2|
.Mg

n

|wi| < i (i+ 1) |hl.

% =1

Ceci reste fini pourvu que d*H(z)/d2? soit BIBO stable.

On peut, bien entendu, itérer cet argument pour des poles
de multiplicité 3, 4, ..., M, ce qui donne 1’énoncé ci-dessus.

Conclusion

Nous avons montré que ’algorithme de Steiglitz et Mc-
Bride admet au moins un point stationnaire dans le cas
sous modélisé, lorsque ’entrée est un bruit blanc et que la
fonction de transfert du systéme a identifier satisfait cer-
taines conditions de régularité. L’intérét & affirmer cette
existence de point stationnaire prend toute son importance
d’un résultat précédent [4] montrant qu’une borne a priori
simple s’applique & tout point stationnaire de cet algo-
rithme. Notre analyse ne permet pas, malheureusement,
de conclure que ’ensemble des points stationnaires admet
toujours un point d’attracteur pour la version temps réel
[2] ou temps différé [3] de cet algorithme.

L’extension de notre résultat au cas d’entrées corrélées n’est
pas triviale. Pour ce cas, on pourra arriver 3 une équa-
tion de type (1), mais la matrice R(-) ne sera plus de
structure proche de Toeplitz. Alors le vecteur de coefficient
a4+ ne correspondra plus nécessairement a un polynéme a
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phase minimale. Par conséquent, le théoréme de point fixe
ne s’appliquera plus, ce qui ne démentira pas pour autant
I’existence de point stationnaire pour ce cas.

Appendice

La matrice R peut se mettre sous la forme R = S§°S, avec

S&0y[e Ze .- 2Md]. (2)

D’aprés le théoréeme de Kronecker (e.g., {8]), rang(Ty) =
deg H(z), avec deg H(z) > M si ’on se place dans le cas
sous modélisé. On va montré que S est de rang plein, égal
a4 M + 1, et par conséquent, que R est définie positive.

Notons par ¢ la premiére colonne de §, i.e.,

Comme I'y est une matrice de Hankel doublement infini,
elle vérifie ,par définition,

Ty Z=Z"Ty.

De méme, S étant le produit d’une matrice de Hankel avec
une matrice de Toeplitz, elle est une matrice de Hankel :

S = I‘H[c Zc - ZMc]
= [3 Zls ... (Zt)Ms]
s1 83 Sp+11
S2 S§3 SM 42
= $3 S4 -+ SM43 [oo x (M+1)] (3)
[« Do

Définissons la matrice C(Z) comme:

Cg 0 0

ci cg O

C(2)y=)Y azk=
k=0

Co Cq Co

La forme C(Z) donne une matrice de convolution. Si, de
la méme maniére, on définie la matrice de convolution
A(Z) = ZkMzo ax Z* (avec ag = 1), on aura, d’aprés la
relation C(z) A(z) = 1,

Donc C(Z) est inversible & droite si A(z) est & phase mi-
nimale.

Notons par I's, la matrice de Hankel doublement infini dé-
finie par:

Les M+1 premiéres colonnes de cette matrice coincident

avec les colonnes de S. Comme C(Z) est inversible on a
rang(Ts) = rang(Ty) (= deg H(z))

ce qui est plus grand que M, car par hypothése deg H(z) >

M. Comme I's est une matrice de Hankel, ses M+1 co-

lonnes doivent étre indépendantes, donc rang(S) = M+1.
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