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RESUME
L’analyse de performance de Ualgorithme du gradient
stochastique fait objet de nombreuz travaeuz. Dans
lo littérature orientée ’‘approzimation stochastique’, des
résultats sont établis pour des pas d’adaptation trés petits
par des techniques de convergence faible. Ces résultats, im-
portanis d’un point de wvue théorigue, ne sont pas wutilis-
able en pratigue. Les hypothéses d’'indépendance, malgré
le fait qu’elle ne sont pratiquement jamais vérifiées, con-
natssent une grande popularité de part leur simplicité an-
alytique et Uexactitude des résuliats obtenus dans certains
cas. Dans cette contribution, nous présenions une méthode
orginale qui permet d’obienir le développement explicite de
la matrice de covariance du vecteur écart par rapport au pas
d’adaptation en régime permanent. La connaissance des ter-
mes du développement permet d’ezpliquer de nombreuzr as-
pects du comportement de 'algorithme. La validité des hy-
pothéses d’indépendance est examinée et le contexte ot la

dimension du filire inconnu est sous-modélisé est étudié.

1 Introduction
L’algorithme du gradient stochastique [1] est un des al-
gorithmes les plus attrayants pour I’identification de filtre
a réponse impulsionnelle finie (RIF) de part sa simplicité et
sa faible complexité numérique. Cet algorithme est défini
par les récursions suivantes

{ €41 = dpy1 — x7 b (1)
hipy = hy + pxeerq

ot x; = [z(t),...,2(t — L+ 1)]T est le vecteur de dimension
L du signal d’entrée 2(t), d; est le signal de sortie ou signal
désiré, u est le pas d’adaptation scalaire et h; est le vecteur
de dimension L des coefficients du filtre adaptatif & I’instant
t. € est lerreur a priori définie comme la différence entre
le signal désiré et le signal reconstruit.

L’analyse théorique des performances des algorithmes
d’identification de type gradient stochastique a fait I'objet
de nombreux travaux. Dans la littérature orientée ‘Traite-
ment du Signal’, la plupart des analyses de performance
de ces algorithmes ont été mendes sous les hypotheéses
d’indépendance, introduites par Widrow et al [1] puis pop-
ularisées par Haykin [2]. Toutefois, ces hypothéses ne sont
pratiquement jamais vérifiées. On observe néanmoins dans
certaines situations, une assez bonne cohérence entre les
observations et les prédictions théoriques, ce qui semble
plaider en faveur de la ‘validité’ pratique de ces hypothéses
(la validité expérimentale est souvent mise en exergue par
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les défenseurs des hypothéses d’indépendance).

Dans la littérature orientée ‘Approximation Stochas-
tique’ [3], les performances de ce type d’algorithmes ont été
étudiées a la limite des pas d’adaptation infinitésimalement
petits et des conditions trés générales sur les signaux
d’entrée (a-mélangeants). Bien que ces résultats aient un
intéret théorique certain, les valeurs de pas considérées sont
beaucoup plus faibles que celles que I’on utilise couramment
en pratique.

Les travaux de Macchi et Eweda [4] sur I’algorithme du
gradient stochastique ont montrés que, pour des signaux
m-dépendants, la Matrice de Covariance du Vecteur Ecart
(MCVE) est bornée proportionellement au pas d’adaptation
(voir aussi [5]). Des résultats récents sur la stabilité des al-
gorithmes d’identification stochastiques ont été développés
par Guo [6]. Dans [7], le développement de la MCVE
est effectué jusqu’au premier ordre par rapport au pas
d’adaptation et la convergence presque sure de ’algorithme
est établie.

Notre but est d’obtenir une expression explicite
du développement de la MCVE en fonction du pas
d’adaptation p pour des signaux m-dépendants. Nous util-
isons pour cela une méthode dite de développement par per-
turbation inspirée des travaux de Solo [7]; sa forme générale
est dlie a Priouret (on se reportera & la thése de Mazroui
[8]). Le vecteur écart est décomposé en une série de sous-
processus de telle facon que (i) les variances de ces sous-
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processus correspondent & un ordre donné d’approximation
en y et (ii) ces variances sont solutions d’équations de Lya-
pounov.

Nous présentons briévement les bases théorique de la
méthode dans une premiére partie, puis nous ’appliquons
a l’algorithme du gradient stochastique dans une deuxieme
partie. Enfin des simulations présentées dans une troisieme
partie démontrent la validité des résultats obtenus.

notations La norme euclidienne ]|.|| est utilisée pour
les vecteurs. La norme vectorielle p aléatoire est définie

1
par |v], = (E{||v["})?.
s

est utilisé :[|X|| = {Amax(XXT)}? ol Amax(X) dénote la

valeur propre maximum de la matrice X. La norme p

. . - ’ . '1—

aléatoire matricielle est définie par |X| = [E{IX|IFY7.

L’opérateur de transposition est noté par un exposant 7T et
la matrice identité par I.

La norme matricielle spectrale

2 Bases de la méthode

Le modéle de base est celui de la régression linéaire, le
signal de sortie est donné par

di=xIhi4+v, t>0 (2)

ol v; est pn bruit scalaire et h; est le vecteur de dimension
L des coefficients du filtre & identifier. Nous supposons ici,
que ce filtre est constant, hy = h. L’étude du comportement
en poursuite fera l’objet d’un autre article (voir [9] pour des
{ésultats préliminaires). La récursion du vecteur écart A; =
h; — h définie comme la différence entre le filtre adaptatif
et le vrai filtre est alors

Ayt = (I = pxex] )Ay + plog (3)

ol &4 = x3¢. Le vecteur écart vérifie donc une équation
linéaire du premier ordre de matrice de transition (I —
px:x!) excité par une séquence de vecteur aléatoire &;.
Nous considérons les hypothéses suivantes sur les signaux

H1) Le signal d’entrée x(t) est stricternent stationnaire,
centré, m-dépendant et ses moments a tous les ordres
sont bornés, c.a.d. Vp>2 |z(t)], < oo

H2) Le bruit v(¢) est strictement stationnaire, centré, m-
dépendant et ses moments a tous les ordres sont
bornés.

La condition de m-dépendence est en fait une condition
technique. Des résultats similaires sont obtenus pour des
signaux vérifiant des conditions de mélanges moins restric-
tives mais ’aspect théorique de la méthode est plus difficile
& établir. Dans la plupart des travaux sur les algorithmes
stochastiques d’identification, ’hypothése est faite que le
bruit est indépendant du signal d’entrée. Ce n’est pas le
cas ici, ce qui nous permettra d’étudier le cas ou la di-
mension du filtre & identifier est sous-estimée. L’hypothése
H1 implique que la valeur propre minimum de la matrice
d’autocorrélation du signal d’entrée R = E’{x;x’f} est
strictement positive p = Amin(R) > 0. La stabilité expo-
nentielle de ’algorithme est démontrée sous les hypothéses
H1-H2 dans [9].

2.1 Décomposition de A,

L’idée sous-jacente a la décomposition de A, est de
s'affranchir du caractére aléatoire de la matrice (I —
px;x7) en la remplagant par son espérance (I — uR). La
décomposition de A, est basée sur la décomposition de la
matrice de transition: (I — px;x?) = (I — pR) + pZ, ou
Zy = R— xtx;‘r. Le vecteur écart se décompose alors en n
sous-processus de la fagon suivante

Ay =304+ 3 4 T4 T (4)
et
Wi = (I=pR)I]+ pein
nyo= (- pxex] IR+ pZ I k>

Le théoréme suivant montre Uintéret de cette

décomposition.

Théoreme 1 Sous les hypothéses H1-H2, Vp > 2,
3 pp >0, C’é',p < oo, Cf, < o0, Df, < oo, Vi, < oo, tel
que V0 < p < py

hg1

lJipr S Cg,pﬂ% IE {ft}|2p + Cfp/l 2 k Z 0 (6)
J :E LESY
35|, < Db ¥ IE{€},, + D pp s k21

Ce théoréme est démontré dans [9]. Il permet d’obtenir le
développement de la MCVE & n’importe quel ordre en u
grace aux inégalités suivantes

|E{3@NTY < CluChan™ (7)
|z {3ty < Dottt

Par conséquent, pour obtenir un développement de II* =
E{A;AT} & un ordre donné q en p, il suffit de décomposer
A; en n = (29 + 1) sous-processus {n = (2g — 1) sl
E{&} = 0) et de calculer les variances des sous-processus
d’ordre inférieur & pf. Notons II** = E{J{INT}, le
développement 4 Vordre 2 de la MCVE, est donné par les
relations suivantes

o si E{&} = 0, 1" = o I 4+ O(1?) et le
premier terme du développement est d’ordre .

o SIE{&}#0, 0% =% gcipeca T°F + O(1®) et le pre-
mier terme du développement est constant par rapport

a .

Dans la suite nous présentons les deux premiers termes du
développement par rapport & p de IT* dans le cas classique
ou le bruit est indépendant du signal d’entrée; & est alors
centré; puis dans le contexte de sous-modélisation du filtre
inconnu. Le bruit et le signal d’entrée sont alors corrélés et
£ n’est pas centré. Les calculs des différents termes présents
dans les dérivations sont trop longs pour étre présentés dans
cette contribution. Le lecteur peut se reporter a [9].

3 Bruit et signal d’entrée

indépendants
Nous supposons ici que

H3 le bruit est indépendant du signal d’entrée



D’aprés le théoréme 1, le terme d’ordre u du développement
de ITA est obtenu en ne considérant que la covariance du pre-
mier sous-processus J?. Cette covariance vérifie ’équation
suivante obtenue en multipliant I’Eq. (5) par sa transposée
et en prenant ’espérance

RH° O+ 1°°R — pRI°°R = pRo?2+ (I - ,uR VE {3%E,,}
+E {61 (3T} - #R)
(8)
De la méme fagon, le développement au second ordre est
obtenu en résolvant les équations vérifiées par les covari-
ances des sous-processus (II%¥ ){0<Z+k<2} Le résultat final
est présenté dans la proposition suivante

Proposition 1 Les hypothéses H1-H3 sont vérifiés, Le
développement de II* au second ordre est

HA :HEO+H2(EO+51+(EI)T+EZ)+O(,US) (9)

ot Z°, B! qnd =2

sont les uniques solutions des équations
de Lyapounov

RE°+E°R =Tq,
RE! 'R = _RA:L‘,II + AZ,:z,y + FZ,:L‘,I/ + AZEO
RZ? + R = I-‘Z,:x:,u,Z

(10)

et

s=—m+1
m—1
Bew = X (s= DR(=9)n(-9)
mel m—
Azgzy = 5 Z E{Zoxs—xT}r,
;1:01 T=3+4+
FZ,x,V = ( {Z XQXO}O'
s=1
m=1 N\
E{Z, (x,x} + xox] )}r,,(r))
m~-1=
Ay = E{Z, Zo}
I‘Z,:zr:,z/,Z = Z E{ZSEOZO}
s=-m+1
R(s) = E{xerex] } 1(3) = E{veqsi)

(11)

Ce résultat permet de prédire le comportement de
Palgorithme de fagon bien plus précise qu’auparavant. La
connaissance du terme quadratique permet de considérer
des valeurs de pas utilisées en pratique. Il est intéressant
de comparer le résultat obtenu dans le cas particulier
d’un bruit i.i.d. avec celui obtenu sous les hypothéses
d’indépendance. Si le bruit est i.i.d., les termes de ’'Eq. (9)
se simplifient. On obtient comme résultat final

H o2 223 3
214+
5 +2cr + O(p?)

mA = (12)

olt 23 est solution de ’équation de Lyapounov

RE}+E% R=E {2l x;2T} (13)
Considérons maintenant la récursion vérifié par la MCVE
sous les hypothéses d’indépendance. Le filtre adaptatif est
le signal d’entrée étant indépendant, on peut écrire que

4 = E {(I - peeal)OMNI - pzial)} + p®Ro? (14)

S/

En développant cette équation et aprés simplification, on
obtient

ROA + TR = pE {227 T 2,2 } + pRo? (15)

Cette équation se résoud en posant [I* = pA+u?B+0(u®),
et I’on obtient par conséquent le développement a 'ordre 2
de la MCVE sous les hypothéses d’indépendance

2
I = Lo2r+ £ o2 22 1+ 0(%)

2 2
ot =2 est solution de I'Eq. (13). Le développement de ITA
au second ordre en p est donc identique sous les hypothéses
d’indépendance et par la méthode de développement par
perturbation qui est établie d’un point de vue théorique.
L’apparente validité des résultats issue des hypothéses
d’indépendance trouve ainsi une justification théorique. Les
limites de ces hypothéses sont aussi soulignées. En effet, si
le bruit est corrélé, ces hypothéses ne rendent absolument
pas compte de I'influence de cette corrélation. Nous con-

sidérons maintenant le contexte de la sous-modélisation.

(16)

4 Sous modélisation
La généralité des hypothéses relatives au bruit permet
d’étudier le cas ou la dimension du filtre & identifier est
sous-modélisée. Nous supposons donc que

H4 La taille du filtre adaptatif L est inférieure a la taille
du filtre & identifier L.

Notons N = L’ — L et écrivons le filtre & identifier sous la
forme r

h= [hT,BT} (17)
ou h = [A(0),--- A(L ~ 1)]T est le vecteur de dimen-

sion L qui correspond & la partie identifidée du filtre et
h = [h(L), ..., (L' = 1)]" le vecteur de taille N qui n’est
pas pris en compte par le filtre adaptatif. Le vecteur du
signal d’entrée se réécrit sous une forme similaire

T
x, = [x{,%]] (18)
ol x; = [e(t),...,a(t— L+1)]" est la partie du vecteur

x, contenue dans les équations de l’algorithme et X; =
[zt —1),....,z(t— L'+ 1)]T. X; correspond aux N premiers
composants du vecteur x,_; (retardé de L itérations), on
peut donc écrire

(19)

ol Inxr: est la matrice (identité) de taille (N x L') com-
posée de 1 sur la diagonale principale et de 0 ailleurs. Le
signal désiré est alors donné par

it = INXL’Z(_t..L

dy=xTh+a =xrh+x7 Inanvh+ar (20)

On suppose que

H5 «a; est un bruit centré, strictement stationnaire, m-
dépendant et indépendant du signal d’entrée

Le signal désiré peut donc s’écrire

di =xTh + 14 (21)

ol Wyl = gf_LIL/xNﬁ—F a¢ est un bruit de mesure général
qui, lui, est dépendant du signal d’entrée. Ce bruit vérifie
I’hypothése H2 et on peut donc appliquer les résultats
obtenus dans le cas ol le bruit et le signal d’entrée sont
dépendants [9]. Le résultat final est donné dans la proposi-
tion suivante:
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Proposition 2 Les Hypothéses H1-H2 et H4-H5 étant

vérifices,

04 = R7'R(L)DR(L)T R~ 4 p (X1 + XT) + =5 + O(1?)
(22)

ot

m—1 . ~
Xi= S E {xsxsT (xoxE{R—lR(L) - ILXL1§052L> } DR(L
s=1

D= IR T Iy gy
R(L) = E{xs1x,}

(23)
et E* est solution de I’équation
m—1 ~
RE‘+= R= Y F{(xxl,-xxIRR(L))
s=—m+l1

D (g_Lxg — R(L)TR"lxoxg)}
"+ Rsro(s)
(24)

La sous-modélisation a une grande influence sur le com-
portement de l’algorithme. Le premier terme étant con-
stant par rapport a u, l’algorithme ne peut pas converger
en dessous d’un certain seuil d’identification.

5 simulations

Afin de démontrer I'exactitude des expressions obtenues
par la méthode de développement par perturbation,
nous présentons deux simulations. La performance de
I’algorithme est évaluée par la trace (en dB) de la matrice
de covariance du vecteur écart moyenné sur 64 échantilllons.
Les réponses impulsionnelles sont de taille L = 64. La per-
formance de I’algorithme est en trait plein, le premier terme
du développement est en trait espacé pointillé (-._) et le
second terme en trait espacé (——). On présente d’abord
les cas d’un bruit corrélé, indépendant du signal d’entrée
(fig 1). Dans cette simulation, le signal d’entrée et le bruit
sont des processus MA d’ordre 60. Le rapport signal a bruit
est de —20 dB. Contrairement a ce que I’on aurait pu croire
au vu de I’expression de la proposition (1), I'influence de la
corrélation du bruit n’est pas trés importante. Le contexte
de la sous-modélisation est ensuite présenté (fig 2). Le sig-
nal d’entrée est un processus AR(1) de coefficient 0.9. Le
filtre adaptatif est de taille L = 30 tandis que le vrai fil-
tre est de taille L’ = 64, et le bruit a; est nul. Le signal
d’entrée a une séquence de coefficients de corrélation infinie
et ne vérifie donc pas I’hypothése H1. Néanmoins, la simu-
lation montre bien que les résultats obtenus restent valables
pour ces signaux.

6 Conclusion

Nous avons présenté une méthode de développement par
perturbation qui permet d’obtenir le développement ex-
plicite de la matrice de covariance du vecteur écart par rap-
port au pas d’adaptation. Cette méthode s’applique dans
des contextes peu étudiés auparavant. La validité des hy-
pothéses d’indépendance est examinée. Le contexte ou la
dimension du filtre est sous-modélisé est étudié. Des simu-
lations montrent ’exactitude des expressions obtenues.
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