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Nous proposons une méthode de séparation aveugle
des mélanges instantanés de sources basée sur une ana-
lyse en composantes indépendantes (ACI). On cherche
une transformation linéaire sur le vecteur d’observa-
tions telle que les composantes du nouveau vecteur
soient les plus indépendantes. Celles-ci sont alors inter-
prétées comme des sources. Le critére d’indépendance
adopté est la distance de Kulback-Leibner entre la loi
du vecteur aléatoire étudié et celle qu’aurait ce vecteur
si ses composantes sont indépendantes. Notre méthode
a 'avantage d’étre robuste: méme si les observations ne
suivre pas tout a fait le modele de mélange de sources,
I’ACI a toujours un sens et peut encore fournir une so-
lution acceptable,

1 Introduction

Les méthodes aveugles de séparation de sources sont
toutes basées sur indépendance entre les composantes
“source” a l'origine des signaux observés. C’est en effet
la seule information disponible dans un contexte aveu-
gles. Cependant la plupart de ces méthodes n’exploitent
pas complétement cette indépendance: elles se con-
tentent de la nullité de certains cumulants croisés ([1],
[2], [4] [5], [7] ...) ou de la moyenne de certaines statis-
tiques non-linéaires ([6], [8], [9], [10], ...) des sources.
Dans ce travail, nous proposons d’exploiter cette in-
dépendance dans sa globalité, a ’aide d’une mesure
d’indépendance basée sur la distance de Kullback-
Leibner. Notre démarche releve de ’analyse en com-
posantes indépendantes (ACI) introduite par Comon
[3]. L’idée est de chercher une transformation linéaire
sur le vecteur d’observations de sorte que les com-
posantes du nouveau vecteur soient le plus indépen-
dantes. Ce formalisme est légérement plus général que
celui de la séparation de sources. Dans le dernier prob-

leme, on suppose disposer de K séquences d’observations

Xi(t), ..., Xk(t), combinaisons linéaires des K’ sources
Sl(t), vy S[\’/(t), soit X(t) = AS(t) ol X(t) et S(t)
sont les vecteurs de composantes X (¢),..., Xx(t) et
Si(t),...,Sk(t). L’objectif de la séparation est de
retrouver S(t). En ACI, le modeéle de sources n’est

ARBTRAUT

We propose a method for the blind separation of in-
stantaneous mixture of independent sources, based on
an independent components analysis (ICA). One looks
for a linear transformation on the observation vector
such that the components of the new vector are as in-
dependent as possible. They will then be interpreted
as the sources. As independence criterion, we adopt
the Kulback-Leibner distance between the distribution
of the random vector under study and that it would
have if its components are independent. Our method
has the advantage of robustness: even if the observa-
tions do not followed exactly the model of mixtures of
sources, the ICA is always meaningful and can still yield
an acceptable solution.

pas postulé a priori, on cherche simplement une ma-
trice B telle que les composantes de BX(¢) soient les
plus indépendantes possibles. Bien siir, si on suppose ce
modele avec K’ = K, alors B = A~! est la solution de
PACI, qui de plus est unique modulo une permutation
et un changement d’échelle, pourvu que les sources ne
sont pas toutes gaussiennes [3]. Par contre, si X(t) ne
suit pas tout a fait le modele de sources (& cause d’une
légere contamination de bruits par ex.), ’ACI possede
toujours un sens et on peut espérer qu’elle fournit en-
core une solution acceptable, alors qu’une méthode de
séparation de sources, congu pour le cas des “vraies”
mélange peut échouer. La robustesse de ’ACI se man-
ifeste en fait dans un cadre plus large: certaines méth-
odes de séparation de sources fondés sur des équations
non linéaires ([6], [10]) peuvent conduire & des solutions
étrangeres n’ayant rien a voir avec les vraies sources. En
cherchant toujours les composantes les plus indépen-
dantes, ’ACI évite de fagon naturelle ces solutions.

2 ACI basée sur la distance de Kullback-Leibner
On s’intéresse ici & I’ACI théorique ol une loi de
probabilité Px d’un vecteur aléatoire X sur R¥ est
donnée et on cherche une matrice B telle que les com-
posantes de BX soient les plus indépendantes. Le
critére d’indépendance adopté est la distance de Kullback
Leibner entre la loi Pgx de BX et la loi produit PEI;X =
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PBx), X ... X PBx), des lois marginales FPgx), des
composantes BX; de BX. Rappelons que la distance
de Kullback-Leibner K (P, Q) entre deux loi de prob-
abilité P et Q est définie comme — [[In(dQ/dP)]dP.
Elle possede la propriété d’étre non négative est n’est
nulle que si P = (. Dans le cas ot Px admet une
densité fx, on montre que

K(Ppx, Pix) = / In fx(x)dx
IRI\’

K
“lnfdetB|- 3 /m [n fm, (5) fimx)
=1 Y=

ol fex(s) = fx(B7!'s)/|det B| est la densité de BX.
L’ACI consiste donc a minimiser le second membre de
(2.1) sans le premier terme constante. C’est un con-
traste au sens de [3], noté C'(B).

Pour minimiser C, il est utile de caliculer son gradi-
ent. Il s’avere plus commode de travailler avec le gradi-
ent relatif, définie comme la matrice C'(B) telle que la
forme linéaire Tr[C'(B)e] approche C'(B + €B) — C(B)
avec une erreur d’ordre supérieur a € quand € — 0.

J(s)ds  (2.1)

Proposition 2.1 Soit ¥(px), la dérivée de —In fipx),.
Alors C(B+¢€B) — C(B) Tr [C'(B)Te] 4 o(e) on o( )
désigne un terme tendant vers zéro plus rapidement que
€ quand € — 0 et

YBx), [(BX)1]

C'(B) = /IR ) ; (Bx

YBx)x [(BX) K]

)T fx (x)dx — 1.
(2.2)

On peut vérifier que les termes diagonaux de C'(B)
sont nuls, ce qui est attendu car C'(B) ne change pas
quand on pré-multiplie B avec une matrice diagonale
et donc Tr[C'(B)Te] = 0 deés que € est diagonale. 1l y
donc seulement K (K — 1) équations d’équilibre

/IRK Pex) [(Bx):](Bx); fx(x)dx=0,i# j=1,...,K,

(2.2)
pour déterminer, a des facteurs d’échelle prés, la ma-
trice minimisant C'.

3 Implémentation statistique de ’ACI

3.1 Fonction contraste

Dans le précédent paragraphe on a proposé une ACI
théorique ou la densité fx est donnée. Ce n’est pas le
cas en pratique oll on dispose seulement d’un échan-
tillon suivant cette densité. La fagon la plus naturelle
pour résoudre cette difficulté est remplacer la densité
inconnue par son estimateur.

Nous adoptons comme méthode d’estimation de den-
sité la méthode du noyau (voir par ex. [11]). A part
du fait qu’elle est simple et trés bien étudiée, elle a
’avantage de fournir une vraie densité (i.e. positive

et d’intégral un) si on prend pour noyau une densité
lui méme. Ceci est important car nos calculs précé-
dents ainsi que la définition de la distance de Kullback-
Leibner sont basés sur le fait qu’on a affaire & des den-
sités. L'estimateur de noyau de fx est donné par ([11])

1 Z:: ( (t))’

ol k est la fonction noyau et hp est le parametre de
largeur de bande dépendant de 7. 1ACI (statistique)
est maintenant définie comme la minimisation de

x ¢ RE.

C(B) = nldetB]—Z/ (In fiexy, (s:)) frmx), (s:)dss,

(3.1)

ou f(BX),- est comme f(gx), avec fx a la place de fx.
La fonction —C ressemble 4 la fonction log vraisem-
blance obtenue dans Pham et Garat [10]. Partant du
modele de séparation de sources et I’hypothése que
celles-ci sont blanches avec des densités hypothétiques
fi, Pham et Garat ont obtenu la fonction log vraisem-

blance pour les données X(1), ..., X(T), de la forme

K 1 T
) 7 > Infl(A”
=1 t=1

Cette fonction est semblable 3 —~C(A~!) & part le fac-
teur 7" et le fait que fipx), est donnée et non estimée et

1X);(t)] — In | det A]}.

que lintégration par rapport a f(BX),—
une moyenne temporelle.

L’expression pour C'(B) fait intervenir les densités
marginales de fgx qui ne sont pas simple & calculer.
Ce sont en fait les densités marginales de BX*+hrBN
ou X* est un vecteur aléatoire prenant les valeurs
X(1), ..., X(T) avec probabilité 1/T and N est un
vecteur aléatoire de densité x. Leur calcul nécessite
donc I'intégration multiple de la fonction x(B~!x). Une
fagon simple pour éviter cela est de prendre pour &
une densité gaussienne car alors ses densités marginales
sont aussi gaussiennes. En prenant pour % la densité
gaussienne centrée de matrice de covariance 3, la -éme
composante de BN est gaussienne centrée de variance

6%(B), le i-2me terme diagonal de BEBT. Alors,

. 1 & s — (BX);
f(BX)((S) = T; hTalz(B)k;( ( ) (t)

est replacés apr

h76:(B) ) 32

ol k(s) = exp(—s?/2)/v/27 est la densité gaussienne
standard. Pour 3, le choix naturel est la matrice de
covariance empirique de X(1), ..., X(T). Ce choix
assure la cohérence entre la méthode d’estimation et
les transformation linéaires, au sens qu’estimer fx et en
déduire fpx et ses densités marginales donne la méme
chose qu’estimer directement ces derniéres par (3.2).



Toutefois, nous ne voulons pas nous restreindre aux
densités gaussiennes. On peut préférer une densité a
support compact pour réduire le nombre des calculs.
Pour éviter lintégration de x, on remarque C(B) ne
dépend en fait que des densités marginales de BX.
On peut donc le définir directement par (3.1) avec
f(BX),- donné par (3.2) avec un certain noyau k and
6;(B) comme ci-dessus. Comme 6;(B) est inchangé si
les (BX);(t) sont soustraits d’une constante ou multi-
pliés par un méme facteur, notre contraste est invari-
ant par rapport au changement d’origine et d’échelle
de chaque séquence (BX);(t). Mais la cohérence rela-
tive aux transformation linéaires n’est plus assifrée: les
densités (3.2) pour différentes B et 7 ne proviennent
forcément pas d’une densité multivariariée commune.

3.2 Gradient du contraste )
Pour écrire le gradient relatif de C', on aura besoin
de la notation

oS .
Exmx); (8) =

1
hT&i(B) ( hTffi(B)

ol (EBT);. est la i-2me ligne de BY. Cette quantité
s’interpréte comme une estimation de I’espérance condi-
tionnelle de X sachant (BX); fois la densité fo On
note aussi EXTBT| BX), PoUr la transposée de EX|(BX
post-multiplié par BT. B

Proposition 3.1 Avec la notation précédente et sup-
posons que k est continiment dérivable et soit P(Bx),

la dérivée de —In f(BX)'., alors C(B + €B) — C(B) =

Ti[C'(B)Te] + o(€) ot o(€) désigne un terme tendant
vers zéro plus vite que € qua,nd € —0et
fm )f(TBT[(BX) (s)ds
C'(B) = 5 - L
fIR (BX) K E;(TBTKBX ( )dS
Un calcul direct montre le terme (i,7) de C'(B)
s’écrit aussi:
T ~
H (BEBT)Z‘ P o
Z::@b x); [(BX): (6)](BX);(¢) + W’\(BX);,
(3.3)
ou
B0, ) = [ S o+ hru(Byulk()dy
T
: L& s = (BX):(1)
= — ds.
A(BX); / Y(Bx), ) Z:’v { hTUz @) %

(s)ds,

= ~hho?(B) /[R e, (9)F

N1
LIL

f étant définie comme f avec lc = - f u)du a

la place de k. (si k est gaussxenne, E=ket f = f).
On note que (3.3) ne change pas quand on centre les

données. Dans le cas oil les données sont centrées, (3.3)

s’écrit, encore

AB

PR (BX)i(t) }(BX); (0)-

(3.4)

Annulant (3.3) ou (3.4) conduit a un systeme de

K (K — 1) équations d’équilibre pour déterminer B a

des facteurs d’échelle prés. On peut noter la similitude

entre ce systéme avec celui obtenu par Pham et Garat
[10] ol la seule différence est que les fonctions séparatri-

z {(Beax), [(BX):(0)]+ 1)

Q)

ces sont ici @;(Bx).- (s)+ [S\(BX);/&,? (B)]s qui dépendent
des données et ne sont plus données a priori. Comme

on peut voir, Ygx), n'est d’autre qu’une version lis-

sée de Q,Z(BX)'. qui estime la fonction ¥(px),, que l'on
sait réalisant la séparation optimale. Le terme S\(BX);
dans (3.3) provient du lissage et a pour effet I'inclusion
des statistiques au second ordre dans les équations de
séparation.

Note: On sait que hp doit tend vers zéro suffisam-
ment lente quand T — co, pour une estimation con-
vergence de densité [11]. En fait, notre méthode reste
valide méme si A7 ne converge pas vers zéro mais vers
une limite non nulle A. Pour simplifier, restons nous
le cas oll k est une densité gaussienne. Alors, fx con-
verge vers fx, la densité de X+AN ou N est un vecteur
gaussien centré indépendant de X de méme matrice de
covariance. On peut alors voir que ’ACI statistique re-
vient, & la limite, & utiliser K (Ppx+1rBN, Péx+hBN) au
lieu de K(PBx,Péx) comme critére d’indépendance.
Or, rendant les composantes de BX indépendantes le
rend aussi celles de BN et inversement. Le seul effet de
ce nouveau critere est de donner plus importance aux
statistiques du second ordres.

4 Quelques résultats de simulation
Nous donnons ci-dessous quelques résultats de simu-
lations illustrant la bonne performance de notre méth-
ode. Nous considérons la situation se séparation de
source avec deux sources (de longueur 200) mélangées

selon la matrice
|1 05
A= [0.5 1 ]

et dont les lois sont décrites dans la table ci-dessous

Cas Source 1 Source 2
1 U(-.5,.5) U(-.5,.5)
2 RN(=2,.64)+ IN(2,.64) U(-1,5,1.5)

ot U(—a, a) désigne la loi uniforme sur [~a, a], N (m, o?)
la loi gaussienne de moyenne m et variance o? et

LN (=m, %) + LN (m,0?) laloi “gaussienne mixte”
2 b 2 + g
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ayant pour densité la moyenne des densités gaussienne
de moyenne —m et m et variance o?.

Les résultat sont illustrés graphiquement par les fig-
ures 1 et 2. Les observation sont représentées par des
points dans un repére cartésien. La transformation
X +— BX est vue comme un changement de repére et
donc les sources reconstruites se lisent comme les co-
ordonnées dans un nouveau repére, dont les axes sont
paraliele aux colonnes de B!, Ceux-ci sont représen-
tés en solide sur les figures. I ne sont pas orthogo-
naux, contrairement aux axes principaux représentés
en pointillés. Ces figures montrent la bonne séparation
obtenue: les axes de I'ACI reproduisent assez bien les
axes théorique et on voit apparaitre le contour de la loi
produit des deux sources.
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Figure 3: ACI de deux loi uniformes
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Figure 4: ACI d’une loi uniforme et
une loi“gaussienne mixte”

Comme mesure de performance d’une méthode de
séparation de source, nous adoptons les coefficients de
contamination ¢;; = (]?’)A)Z»j(fi/[(BA)iiaj]. Ils représen-
tent la contribution relative contribution de la j-éme
source a la i-éme source reconstruites, toutes sources
étant normalisées pour avoir la méme énergie. Les co-
efficients de contamination sont donnés dans la table
ci-dessous. Pour étre complet, les coefficients de con-
tamination ¢{,, ¢4, correspondant a P’analyse en com-
posantes principales sont aussi listés.

Cas C19 Ca1 iy Chy
1 [-0.0136| —0.0187|0.9866 | —0.9866
2 | —0.0530(-0.018610.2429| —1.5028

Sur le plan calcul, I’algorithme converge tres rapide-
ment. On peut aussi utiliser une forme discrétisée du
contraste (dont nous ne donnons de détails ici, faute de
place) qui réduit encore le coiit des calculs.

5 Conclusion

Nous avons introduit une nouvelle méthode de sépa-
ration de sources, basée sur une analyse en composantes
indépendantes, qui s’adapte automatiquement aux dif-
férentes formes de la densité des sources. Nos résultats
de simulations semblent indiquer que cette méthode est
performante, robuste et ne souffre pas du probleme de
solutions étrangeéres mentionnés dans 'introduction.
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