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RESUME

La plupart des méthodes de localisation a haute-résolution (HR)
sont basées sur I’extraction d’un sous-espace de dimension réduite
de la matrice de covariance des observations. Cette tache, géné-
ralement réalisée &4 I’aide d’un algorithme de décomposition en
valeurs et vecteurs propres, nécessite au moins de Pordre de N®
opérations (flops) pour une antenne & N capteurs. Des méthodes
HR ne nécessitant que O(N?P) opérations, avec P le nombre de
sources, ont été proposées récemment. Nous proposons une mé-
thode HR qui n’en nécessite que O(P?). Le prix i payer est une
augmentation de la variance des estimées des angles d’arrivée qui
est de Pordre de T~ N2 au lieu de T~' N~ pour une méthode
efficace avec T le nombre d’observations. L’idée est d’appliquer
une méthode du type Pisarenko 3 une matrice rectangulaire ex-
traite de la matrice de covariance toeplerisée.

1. INTRODUCTION

Depuis les travaux de Pisarenko [1], suivis de ceux concer-
nant les approches du type MUSIC [2], [3], de nombreuses
méthodes de localisation HR ont été développées. Elles sont,
en général, basées sur la décomposition en valeurs et vecteurs
propres de la matrice de covariance des observations (snap-
shots) et nécessitent O(N?3) opérations pour une antenne 3
N capteurs. Cette complexité est pénalisante pour des im-
plémentations en tamps réel. De nouvelles techniques ont été
proposées récemment pour réduire cette charge de calcul &
O(N?P) avec P le nombre de sources [4].

Nous proposons ici une méthode HR qui nécessite O(P3)
opérations, avec P le nombre de sources. Elle s’applique uni-
quement a des antennes linéaires & capteurs équirépartis. Les
angles d’arrivée sont obtenus & partir des racines d’un poly-
néme d’ordre P, une opération également plus économique
que la recherche exhaustive nécessaire dans les approches
du type goniometre. Une perte de performance est le prix &
payer pour cette réduction considérable de la charge de cal-
cul. La borne de Cramer-Rao pour la variance des estimées
des angles d’arrivée est d’ordre T~ N~3 avec T le nombre
d’observations, cette variance est d’ordre T=1N~2P~1 pour
notre approche,

La méthode proposée est une modification de celle de Pi-
sarenko [1]. En toute rigueur- la méthode originale de Pisa-
renko ne s’applique que dans le cas ol le nombre de capteurs
excéde d’une unité le nombre de sources, mais différentes ex-
tensions sont imaginables et d’un certaine fagon toutes les
méthodes du type MUSIC ou Min-norm dans leur version
standart ou polynémiale peuvent étre vues comme de telles
extensions avec pour différence importante le fait qu’elles ne
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s’appliquent pas nécessairement & une matrice de covariance
toeplerisée. Nous proposons ici une méthode que nous ap-
pelons la méthode de Pisarenko rectangulaire. Elle utilise la
sous-matrice de dimension (N,P+1) constituée des P+1 pre-
miéres colonnes de la matrice de covariance estimée et toe-
plerisée des observations. Comme la matrice est toeplerzsee
avant extraction de la sous-matrice rectangulaire, il n’y a pas
de perte d’information mais un gain substantiel en charge de
calcul va en résulter. Pour évaluer le vecteur singulier droit
associé a la valeur singuliére minimale qui nous intéresse, on
peut en plus se ramener a une matrice carrée hermitienne
d’ordre P+1 et la complexité est donc bien d’ordre P3 pour
cette partie de la procédure.

Apreés avoir introduit les notations et formulé le probléme,
nous justifions cette approche puisque le théoréme de Cara-
théodory [5], sur lequel s’appuie la méthode de Pisarenko,
ne s’applique plus. Nous évaluons ensuite les performances
de l'algorithme d’un point de vue statistique et montrons le
réle primordial joué par la toeplerisation. Nous terminons
par des résultats de simulations qui montrent que 1’analyse
asymptotigue des performances est valide méme pour un
nombre raisonnable d’observations.

2. FORMULATION DU PROBLEME

Nous considérons une antenne linéaire & N capteurs omnidi-
rectionnels équirépartis. La sortie des capteurs est filtrée par
un filtre passe-bas, échantillonnée et on en prend la Transfor-
mée de Fourier Discréte (TFD). Nous ne considérons qu’un
bin de fréquence de la TFD et notons X le vecteur complexe
de dimension N contenant les composantes correspondantes
sur le k-me intervalle de temps. Une estimée R de la ma-
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trice de covariance de ces observations X}, obtenue 3 partir
de T observations est alors donnée par :

.1 ,
, R= TEXka (1)

Ceci est également une estimée de la matrice de densité spec-
trale des sorties des capteurs a la fréquence temporelle consi-
dérée. Sa valeur exacte notée R, peut étre décomposée en la
somme de R,, la contribution du bruit ambiant, et de R,
la contribution des sources :

R = Ra + Ry
P
R, = Z apdf (vp) db(vp)* (2)
p=1
Ry = oI

ol 02 est la variance du bruit ambiant supposé spatialement
blanc et df (vp) est le vecteur-direction associé i la p-2me
source dont la puissance est notée a, et la fréquence spatiale
V. Dans ce modéle, les sources sont supposées décorrélées
malis ceci n’est pas strictoment nécessaire. Le rapport signa
a bruit (RSB) pour la source p est p, = a,/02 et pour une
antenne en A/2 on a les relations suivantes entre ¢, 1’angle
fait avec la normale & 'antenne, la fréquence spatiale f = v,
et le vecteur direction dé(f) :

do(f) =

l/p =

[1 2iTS imf | ezi-lr(Nal)f]T (3)
sin ¢, /2

On vérifie facilement que, sous les hypothese faites, la ma-
trice R est hermitienne et Toeplitz. Comme les composantes
du vecteur des observations X; sont des points de TFD iso-
1és, ces vecteurs sont modélisés comme des vecteurs aléa-
toires gaussiens, complexes, circulaires centrés de matrice de
covariance R ou bien, de fagon équivalente, I’estimée R en
(1) est telle que TR est un échantillon d’une loi de Wishart
complexe & T degrés de liberté et de matrice R. La matrice
estimée R est bien sir hermitienne mais non Toeplitz.
Notre objectif est d’estimer les angles d’arrivée ¢, ou les fré-
quences spatiales v, = sin,/2 ou les pulsations associées
wp = 2mv,. Nous allons supposer que le nombre de sources P
est connu et prendre P = P dans la suite. Si cette hypotheése
est irréaliste on prend un majorant de P et ayant estimé les
angles d’arrivée, on évalue les puissances associées en résol-
vant un systéme de Cramer. Comme le seuil de détection de
ce type d’antenne est bien connu, il est possible d’éliminer
les sources de puissances trop faibles et de recommencer si
nécessaire la procédure avec la nouvelle valeur de P.

3. LA METHODE DE PISARENKO
RECTANGULAIRE

La méthode de Pisarenko s’appuie sur un théoréme de Ca-
ratheodory [5] qui ne s’applique pas & notre matrice rectan-
gulaire. Il nous faut donc indiquer pourquoi ’approche que
nous allons proposer, permet de trouver les angles d’arrivée.
La matrice de covariance exacte R (2) se réécrit, en simpli-
fiant les notations :

P
R="a,df,dd} + 021 = DAD* + 021y (4)
p=1
ol D est une matrice (N, P) de rang plein contenant les vec-
teurs sources df,. Désignons par R la matrice rectangulaire
contenant les P + 1 premieres colonnes de R :

_ & - I _

R="a,df,dd} +o? = DAD* + 025  (5)
p=1 0

ot D est une matrice (P+1,P) conténant les vecteurs sources

réduits dép. Soit alors : P41

R=UAV* =) Aeupvi
k=1

la décomposition en valeurs et vecteurs singuliers de R ot U
et V sont des matrices unitaires d’ordre N et P41 et A est
une matrice de dimension (N,P+1) de structure diagonale
similaire & celle de la matrice S définie dans la relation (5)
contenant les valeurs singuliéres rangées par valeurs décrois-
santes Ay > A2 > ... > Apyq > 0. On a alors :

R*'R = VA*V* = (DAD* 4+ 625T)(DAD* + ¢25)
= DAD*DAD* +202DAD* + c2Ipy, (6)

Plusieurs conclusions importantes, concernant vp4; le vec-
teur singulier droit associé & la valeur singuliére minimale
Ap41, peuvent étre tirées de cette derniére expression. Comme
dans I’expression (6) les deux premiéres matrices sont d’ordre
P +1 mais de rang P,on a :

2 4
’\P+l = 0y

D* VP41 = 0 (7)

Comme par ailleurs on a, pour tout k, Rvr = Ayup, il en ré-
sulte en prenant k = P+ 1 :upy; = Svpy, avec S définie
en (5).
La relation d’orthogonalité (7) est exactemant celle dont
nous avons besoin elle peut, en effet, se réécrire :

JG’;UPH =0 pour p=1,2.P
et démontre que, comme dans le cas de la méthode de Pisa-
renko traditionnelle, e polynéme associé au vecteur singulier
droit vp41 a toutes ses racines z, sur le cercle unité Zp = eiwr
avec des arguments w, = —27v, reliés aux fréquences spa-
tiales des sources. En posant :

dz) = [1 2z ... 2P 7. (8)

on a donc montré que les racines du polynéme d’ordre P :

d(z)*vp+1 =0 (9)
sont sur le cercle unité aux endroits souhaités. Si seule une
estimée R (1) de R est disponible les racines du polynéme
associé & Up,1 ne seront plus sur le cercle unité mais en res-
tent proches comme nous allons le montrer plus loin. Ceci
est une différence avec la méthode de Pisarenko habituelle
mais ne remet pas en cause la méthode et ne doit surtout
pas faire croire que la toeplerisation de R est inutile. Elle
est en fait absolument indispensable comme nous allons le
voir dans Panalyse des performances de la méthode.

La méthode proposée est donc la suivante :

o estimer la matrice R.
# la transformer en matrice de Toeplitz Ryp.

e en extraire la matrice By constituée de ces P+1
premiéres colonnes.

a K o
o calculer le vecteur propre minimal 45 41 de Ry Ry

une matrice hermitienne d’ordre P+1.
o calculer les racines du polynéme d’ordre P associé
adp 41 eten déduire les estimées des directions des

P sources.



On peut noter que dans le point 4, le vecteur 95, est éga-
lement le vecteur singulier droit minimal de la matrice rec-

tangulaire Ry et que cette fagon de le calculer diminue la
charge de calcul qui est donc extrémement réduite.

4. ANALYSE DES PERFORMANCES
4.1. INTRODUCTION

Nous étudions les propriétés asymptotiques de la méthode de
Pisarenko rectangulaire proposée. Ces résultats ne sont va-
lides que si P = P car I’analyse de perturbation de matrices
réalisée est faite sous cette hypothése (la valeur singuliére
minimale de R doit étre simple). On peut noter, 3 ce sujet,
que P’extension de la méthode de Pisarenko qui consisterait
A toepleriser la matrice de covariance estimée, a calculer son
vecteur propre minimal, & chercher les N —1 racines du poly-
néme associé,  estimer les N — 1 puissances correspondantes
qui identifient la matrice de covariance des sources ainsi es-
timées et la matrice de covariance estimée et toeplerisée et
3 ne garder que les P sources de plus fortes puissances est
une extension dont, pour le moment, on ne sait pas calculer
les performances.

Le cheminement suivi pour I’analyse est le suivant. Le nombre
fini T d’observations introduit une erreur d’estimation AR =
R—R qui se transmet 3 la matrice estimée, tronquée et toe-
plerisée ARy = RT — R. Ces erreurs sont d’ordre 1 /\/T et
leurs propriétés asymptotiques se déduisent du modéle sta-
tistique des observations introduit plus haut. En utilisant
des résultats de perturbations de matrices il est possible d’en
déduire 1’écart correspondant sur le vecteur sigulier minimal
Avpyy = py1 — vpyr. 1l reste alors & définir comment les
erreurs sur les coefficients d’un polyndme affectent ses ra-
cines.

4.2. PROPRIETES STATISTIQUES DE AR

Comme indiqué plus haut, T R est modélisé comme une réali-
sation d’une distribution de Wishart complexe de paramétre
R a T degrés de liberté, les propriétés de AR sont alors [6] :

E(AR) = 0

E (ArijArmn) = (10)

avec r;; la composante (i,j) de R. Ces relations sont exactes
pour tout 7". De plus asymptotiquement en T, les compo-
santes /T Ar;; suivent un théoréme central limite dont les
moments d’ordre deux se déduisent de (10) qui peut se ré-
écrire [7] :

=TmjiTin
T J

E(Tr(AR A)Tr(AR B)) = %Tr(RARB) (11)

Dans la suite, nous aurons & évaluer des covariances de termes
faisant intervenir les matrices rectangulaires AR et ARp, il
est judicieux de les réécrire sous la forme ARS et AR7S et
4 remarquer qu’en notant A7 la matrice de Toeplitz déduite
de A (en moyennant les diagonales), on a :

T’I’(AT B )

=Tr(ABr) (12)

pour toutes matrices carrées A et B.

—uv

4.3. RESULTAT DE PERTURBATIONS DE
MATRICES

Nous indiquons maintenant comment ’erreur A Ry vue comme
une perturbation de la matrice R = Rr, affecte le vecteur
singulier droit vpy; de R. La toeplerisation de R affecte
Perreur AR qui devient ARz une matrice de Toeplitz. En
utilisant les notations précédentes pour la décomposition en
valeurs et vecteurs singuliers de R :

P41

= 2 AR Uk vy
k=1

il s’agit de trouver la fagon dont la perturbation ARy va
affecter vpy1. C’est une situation relativement classique si la
valeur singuliére correspondante est bien séparée des autres.
Dans notre cas, il faut donc que :

Ap — Apy1 > V/ 1/T (13)
puisque ’amplitude de la perturbation AR et donc de ARy
est d’ordre \/1/T. Sous cette restriction, I’écart Avpy est
du méme ordre de grandeur que la perturbation et on peut
démontrer le résultat suivant :

R= Ry =UAV"*

*
Apvrug

k% ARp S vpg
,\g,Jrl X2

Avpyr =~
k=

VR U},
+ /\P+1 Z )\?} ]: _k/\Z START S VP41 (14)
+

ol la matrice S définie en (5) est telle que ST R = R. Pour
simplifier les écritures dans la suite, nous introduisons des
matrices A; et Ag et réécrivons (14) sous la forme :

AUP-H ~ Ay AR S VP41 + As Sa;éiRTS VP41 (15)

4.4. ERREUR SUR LES RACINES

1l reste a indiquer comment une erreur sur les coefficients
d’un polynéme agit sur ses racines. Pour des racines sxmples
et bien isolées les formules s’obtiennent facilement. Ecrivons
le polyndéme sous la forme :

0 =
d(z) =

et notons z; = eZ"* la racine du polynéme exact et Z; la
racine correspondante du polynéme perturbé o3 ,d(z) = 0.
Un développement au premier ordre de 9% ; d(2¢) autour de
z; donne :

vp41d(2)
[1z..25]7.

(vP41 + Avpy)(d(2k) + Ad(z))
vpy1d(2k) + Avpyyd(zi) + vpyy Ad(2)

pyd(2x) =

1

ol Ad(z) doit étre remplacé par :

Ad(z) = d(l)(zk)Azk

dV(z) = [01 2z . P

Puisque 9}, d(% = vp, d(zx) =0,0na :

Av},+1d(zk)

AZk = 3D
”P+1d(1)(zk)

(16)
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4.5. PROPRIETES DES ESTIMEES

Nous combinons maintenant les résultats (14) et (16) obte-
nus dans les paragraphes précédents. A 1’aide de (15) et (16)
ona:
Avp,1d(zk)

= d(z)"A1 ARy S vpy1 +d(z)* A2 STARTS vpys
Tr(ARr{ S vpy1d(zx)* A1 + S vpy1d(z)* Ay ST})

= Tr(ARpA)
oll nous avons introduit, localement, une matrice notée A

pour simplifier les notations. En combinant (16) et la pro-
priété (12) concernant les matrices de Toeplitz on a :

1
P+1 (1)(Zk)

Az, dépend linéairement de AR, et VT Az, est done asymp-
totiquement une variable gaussienne complexe centrée. Pour
définir les moments d’ordre deux, il faut calculer E(|Az;|?)
et E((Az)?) en utilisant (11) et la relation précédente. On
constate que E((Azr)?) n’est pas nul. On peut déduire de ces
expressions les propriétés au second ordre de amplitude et
de ’argument de zx. Méme dans le cas d’une source unique
les expressions sont compliquées et peu parlantes. Le rap-
port signal & bruit notamment intervient de fagon complexe
dans ces expressions comme on pouvait déja le supposer
en regardant la relation (6). Une expression plus simple est
obtenue pour une variante de ’algorithme, dont les perfor-
mances sont d’ailleurs meilleures que celles de I’algorithme
de base présenté ici. Cette variante consiste & remplacer R
par R—¢28S. La valeur singuliére minimale de cette nouvelle
matrice est nulle et on peut espérer que I’écart entre Ap et
Ap41 est plus grand et donc que vpy; sera moins perturbé
par Perreur d’estimation. Cette variante augmente la charge
de calcul puisque deux décompositions sont nécessaires, o2
étant inconnu on ’estime par une premiere évaluation de
Apy1. L'expression de Avpyg (14) se simplifie dans ce cas
et devient :

Az = — Tr( AR Ar )

vku
A'UP+1 phed —Z k S/TART VP41
k=1

Dans le cas d’un scénario a une source avec z; = ™! ol
wy = 271y = wsingi, on obtient :

1 1 1 pN
(-4 2 17
TR S UL
olt p = a1 /o2 désigne le RSB. Cette variance asymptotique

est & comparer a la borne de Cramer-Rao qui dans ce cas
s’écrit :

E'(Awi?) =

2 1 1 6(1+4+Np)

B(Aw) 2 5 2o~ o7

Quand N, le nombre de capteurs, augmente le rapport entre
la variance de ’estimée fournit par la méthode proposée et
la borne de Cramer-Rao est proche de N/6. Comme indiqué
dans Vintroduction, c’est la contrepartie & une diminution
de la charge de calcul de O(N3) flops & O(P3) flops. On
peut vérifier qu’en omettant la toeplerisation de la matrice

R avant extraction de la matrice rectangulaire R les per-
formances se dégradent dramatiquement et ne diminue plus
avec N. On a dans ce cas :1 :

B(Awf) = 7~ (1 + pN)
avec une perte en O(N 3) par rapport a la borne de Cramer-
Rao et en N? par rapport & notre approche.
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5. RESULTATS DE SIMULATION

Nous considérons un scénario & P = 2 sources situé & des
gisements ¢ = %5 deg. Le RSB est de 0dB pour les deux
sources et le nombre d’observations est T' = 100 (snapshots).
Sur la figure nous présentons, avec un nombre de capteurs
variant de N = 10 &4 N = 40, six courbes théoriques ou
obtenues par simulations (dans ce cas chaque point est ob-
tenu & J’aide de 1000 simulations indépendantes). De haut
en bas, on a successivement les résultats de simulation de la
méthode de Pisarenko standart (on toeplerise la matrice et
on ne garde que la matrice (2, 2) supérieure gauche), la mé-
thode proposée (simulation et théorie), la variante proposée
(simulation et théorie}, la borne de Cramer-Rao.
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