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L’algorithme EM est une procédure trés souvent
utilisée pour calculer 'estimateur du maximum
de vraisemblance dans des modéles & données
incompletes. Dans certaines situations, cet algo-
rithme ne peut pas étre utilisé car le calcul ex-
plicite des lois conditionnelles (étape E) est im-
possible. Pour remédier a cette limitation, une
approximation stochatique de l'algorithme EM
(SAEM) est proposée. En utilisant des résul-
tats récents sur les algorithmes stochastiques,
la convergence de P’algorithme SAEM vers un
maximum de la vraisemblance incompléte est
démontrée pour une trés grande classe de vrai-
semblances complétes.

1 Introduction

Dans de trés nombreuses situations. en statistique
(mélange de populations, modéles linéaires, censures),
en traitement du signal (déconvolution. séparation
de sources) ou en traitement de I'image (segmen-
tation, classification), on cherche  reconstruire une
série de données non observées & partir d’une série
de données observées. Ce type de probleme est ce
que l'on appelle un probléme inverse. Nous consi-
dérons ici que le phénoméne qui fait intervenir ces
deux séries peut se modéliser en faisant intervenir
un parameétre § qui prend ses valeurs dans un cer-
tain ensemble O, ouvert de IR”. Nous nous intéres-
sons ici au probleme de I'identification de ce modéle.
Des versions stochastiques de I'algorithme EM [5) ont
été proposées par différents auteurs dans différents
contextes (2, 3, 8, 10, 11, 12]. Des simulations et des
applications sur des données réelles donnent souvent
de trés bons résultats, mais peu de résultats théo-
riques généraux existent sur ces algorithmes.

The Expectation-Maximization (EM) algorithm
is a very popular tool for computing maximum
likelihood estimates in incomplete data models.
In certain situations however, this approach is
not applicable, because the expectation step
cannot be performed in closed-form. To deal
with these problems, a stochastic approximation
procedure is used, leading to the Stochastic Ap-
proximation EM algorithm (SAEM). Exploiting
recent results on stochastic approximation algo-
rithm, the convergence of the SAEM algorithm
to a maxima of the incomplete-likelihood is de-
monstrated for a general class of complete-data
likelihood functions.

Nous proposons ici un nouvel algorithme pour le-
quel des résultats précis de convergence sont démon-
trés pour une famille de modeles trés généraux [9).

Soit y les données observées. Elles sont la réali-
sation d’une variable aléatoire Y € IRY, distribuée
suivant une loi ayant une densité g(y;8). L’objectif
est de calculer Pestimateur du maximum de vraisem-
blance de 6, c’est-a-dire de calculer § qui maximise
g(y;0) pour y donné. On posera. [(y; 8) def log g(y; 6).

On suppose que ’on peut considérer Y comme la
projection d’une variable X € IRY, ! > ¢, qui est liée
plus naturellement au paramétre 6 que les observa-
tions. En général, X = (Y, Z) ol Z représente les
données manquantes. On notera f(z;#) la vraisem-
blance compléte. Dans de trés nombreux probléemes,
la maximisation de g(y;8) est compliquée, contrai-
rement a celle de f(z;0) (mélange de populations,
régression avec censure, convolution, séparation de
sources ... ).
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L’algorithme EM maximise ¢g(y; ) en 6 en maximi-
sant itérativement les espérances conditionnelles de
log f(X;0) [5]. Chaque itération de I’algorithme EM
est décomposée en deux étapes: a litération k + 1,
I’étape E consiste a évaluer ’espérance de log f(X; 9)
conditionnellement a ¥ = y et avec la valeur cou-
rante  :

Q0|6x) =

L’étape M consiste a calculer 041 € © qui maximise
la fonction 8 — Q(6|6;).

Sous quelques hypotheéses, on montre que la sé-
quence {0} converge vers un point 8*, ol §* est un
point stationnaire de g: Dyg(y;8*) = 0. Ce point
peut étre un maximum local ou un point-selle, sui-
vant le point initial choisi.

(Dans certaines situations, une vraisemblance pé-
nalisée peut étre utilisée en définissant Qx(6]6y) =
Q(010x) — AJ(8) ou J(8) est une fonction & définir.)

Ej, log f(X;6) (1

L’algorithme SAEM: Lorsque ’étape E ne peut
étre réalisée, nous proposons de la substituer par
une simulation de type Monte-Carlo suivie d’une ap-

proximation stochastique. Conditionnellement aux ob-

servations y, les données completes suivent une loi
ayant une densité k(z|y; 0;) = f(z;0)/g(y;8). A lité-
ration k 4 1, les étapes de 1’algorithme sont alors les
suivantes :

e Simulation: on génere m(k) réalisations indé-
pendantes zx(j) (7 = 1,---,m(k)) des données
completes sous la loi @ posteriori k(a|y; 6)).

o Approzimation Stochastigue : on réactualise Pap-
proximation de Q(6|6x):

Q(618x) = Q(618k-1)+
Lo A
+ (=5 (k) & Z log f(w; 6 Q00k-1))  (2)

ol (%) est une séquence positive de pas décroissants.

o Mazimisation: on calcule 8,1 € © qui maximise

Q(816).

Sous les hypotheses suivantes, des résultats de conver-
gence de la suite {;} peuvent &tre obtenus:

(H1) L’ensemble © est un ouvert de IR”. Les données
complétes ont la forme X = (Y, Z) et ont une
densité de la forme:

VOE® f(z;0)= fly,zi6)==

exp {~(y:6) + (5(y, ), 6(y:0))) + (1, 2) }
~ (3)

olt S est une fonction mesurable & valeur dans
un convexe fermé S CR™, ¥ : Y x ©® — R™
et ¢ + Y x O — IR, sont des fonctions deux
fois continument différentiables en 8 pour tout

yeN.

(H2) V6 € © EzS(X) < oo, I =1,2. De plus, on
peut différencier deux fois sous le signe somme
la relation g(y;8) = [ f(y,2;0)uz(dz)

(H3) La séquence {+4} est telle que: 0 < v < 1,
SRoe = o0 et 02,98 < 00. Le nombre
de simulations m(k) tend vers une constante:
limg—oo m(k) = m.

(H4) Dans 5 (intérienr de S§), il existe une fonction

g: S— 0, telle que:

Ve O, Vses, Lisif(s)> Lisi6) (4)

ou, pour y fixé, L : § x ® — IR est (& une
constante pres) la log-vraisemblance compléte:

L(s;60) = =v(y;0) + (s, 0(y;0)) . (5)

De plus, pour tout s €8, la matrice des dérivées
secondes de L, D2 L(s; 6(s)), est définie négative.
La fonction 8(s) est deux fois différentiable sur

S et continue sur S.

(On pose L(s;60) = —(y; 0)+(s, $(y; 6))—AJ(6)
pour la maximisation d’une vraisemblance péna-
lisée.)

Sous (H1)-(H4), I’étape E de I’algorithme consiste
a une approximation de la statistique exhaustive du

modele complet :
k) (6)

et I’étape M au calcul de Pestimateur du maximum
de vraisemblance de 6:

Sk+1:5k+7k( Z S(Xk(4)

01 = 0(Skr1). (7)

Finalement, puisque X = (y,Z), ’étape de simula-
tion consiste a simuler les données manquantes Z. A
Pétape k + 1, on a donc Xi(5) = (y, Zx(7)). On fait
I’hypothese suivante :



(H5) Les variables aléatoires Zx(j) (kK 20,1 < j <
m(k)) sont indépendantes ; pour tout k& > 0, les
variables Zp(j) (1 < j < m(k)) sont distribuées
sous la loi k(z|y; 0k).

En utilisant les résultats sur la convergence des
algorithmes stochastiques, [4, 6, 7, 9], nous avons le
théoréme suivant :

Théoréme 1 Si les hypothéses (H1)-(H5) sont vé-
rifiées et si la séquence { Sy} reste dans un compact K
de S avec probabilité 1, alors la suite {6} converge
presque-surement vers un point stationnaire de la
vraisemblance (pénalisée) g.

Sous quelques hypothéses supplémentaires, et en
utilisant les résultats de [1], on montre que l’algo-
rithme ne peut converger que vers les maxima (éven-
tuellement locaux) de la vraisemblance:

(H6) Pour tout s €8, il existe un voisinage ouvert

non vide W(s) CS ot E¥Y (S5(X)) est deux fois

8(s)
continument différentiable.

(H7) La plus petite valeur propre de la matrice
EY(S5(X)— EYS(X)(S(X)— EJS(X))" est mi-

norée par une constante strictement positive pour

tout # appartenant & un compact K C 0.

(H8) Les solutions dans & de I’équation Dgg(y; 6(s)) =
0 sont des points isolés.

Théoréme 2 Si les hypothéses (H1)— (H8) sont
vérifies et si la séquence {S;} reste dans un com-
pact K de S avec probabilité 1, alors la suite {6}
converge presque-sirement vers un mazimum (€ven-
tuellement local) de la vraisemblance (pénalisée) g.

Stabilisation : Dans de nombreuses applications,
la suite { Sk} n’est pas bornée naturellement, on peut
toutefois donner quelques critéres qui assurent la pro-
priété de S-compacité [4, 9]. En particulier, si ’on
peut montrer qu’il existe une constante A > 0 telle
que la condition ||Sx—1]| > 4 implique Eg(sk_,)(”‘gk“)
< ||Sk=1]| avec probabilité 1, alors, lim ||.Sk|| < oo et
la suite {Sx} est S-compacte.

EXEMPLE

Séparation de sources discrétes: Estimation des angles

d’arrivée
Y=ZA+¢

Zinxm; Y inxp
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A = A(a): m X p (matrice de mélange)
a = (a1,az, - ,a,) angles d’arrivée
8’\»N(0,F) , T = plk_liaz

Nombre de sources: m = 2
Nombre de récepteurs: p = 4

a=(10,15)
n = 500
7 QAM4 Z;; € {—1,+1,—i,+i}

Rapport Signal/Bruit = 10 dB
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DOA (in dogrees)

N L L L . . .
[¢] 5 10 15 20 25 30 35 40
Number of SEM iterations

Figure 1: Une trajectoire du SAEM

MUSIC { MUSIC || SAEM
ordre 2 | ordre 4
p=0 9.78 10.00 || 10.000

0.35 0.25 0.036
p=0.5 8.45 9.99 1| 10.000
0.30 0.26 0.033
p=0.99 7.98 10.00 || 10.001
0.14 0.33 0.009
Estimation de 8; = 10 avec MUSIC et avec SAEM

Une version recuit simulé de SAEM : Le théo-
réme précédent nous assure que ’algorithme converge
vers un maximum de la vraisemblance, mais pas né-
cessairement vers le maximum global. Une version
recuit simulé de ’algorithme SAEM peut alors étre
envisagée.

L’algorithme de recuit simulé “classique” consiste-
rait ici & rajouter dans (2) un bruit blanc gaussien
dont la variance décroit lentement. Cette stratégie
ne convient pas ici, puisque la nouvelle valeur de la
statistique sgy1 n’appartient plus nécessairement au
convexe S (ce qui peut conduire a estimer des va-
riances négatives ...).

Considérons comme exemple le modeéle de convolu-
tion y = f*z+0.€ ol € est un bruit blanc gaussien de



184

variance 1 et supposons que 'on cherche  estimer le
filtre f et la variance o2. Les différents maxima de la
vraisemblance correspondent aux différentes phases
du filtre f. En particulier, si Z est gaussien, on ne
peut espérer estimer cette phase: la vraisemblance
est invariante par changement de phase, pour des
filtres ayant méme fonction de transfert. Par contre,
si Z n’est pas gaussien, on peut espérer retrouver la
phase par maximum de vraisemblance.

L’algorithme consiste & modifier artificiellement la
variance du bruit en définissant un nouveau modele
y = fxz+ (0c + Tk)e ou la séquence Ty décroit
lentement vers 0. A chaque itération, on simule les
données manquantes avec une “fausse” loi a poste-
riori; cette loi est dispersée au cours des premiéres
itérations, afin d’éviter les maxima locaux de la vrai-
semblance.

On propose dans la figure suivante les résultats
d’une simulation. Dans cet exemple, les Z; sont des
v.a. ii.d., dont la loi est un mélange de deux gaus-
siennes centrées, de variances différentes. La variance
o2 est telle que le rapport signal/bruit vaut 10dB. Le
filtre & estimer est de longueur 21 ; I'initialisation est
un pic placé en 5. On dispose de n = 1000 observa-
tions. Sans recuit (en posant T = 0), l'algorithme
estime un filtre déphasé, alors que la version “recuit”
donne une excellente estimation.
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(a) Filtre original et initialisation (b) Estimation
par SAEM sans recuit (c) Estimation par SAEM
avec recuit
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