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Résumé

L’analyse non paramétrique des données {ou des séries)
issues de modéles statistiques non additifs a été introduite par
Sonquist et Morgan ([1]) puis reprise par Breiman, Friedman,
Olshen et Stone ([2]). Nous présentons ici une méthode de
prédiction non linéaire reposant sur une partition adaptative
de l’espace des phases (reconstruit) du systéme étudié. La par-
tition est obtenue par une méthode de segmentation récursive
de Pespace, dirigée par un critére de maximum d’entropie.
Nous illustrons 'intérét de cette approche pour la prédiction de
signaux chaotiques, pour lesquels les algorithmes de prédiction
linéaire ne sont pas satisfaisants. Nous montrons que-l’errenr
de prédiction peut étre utilisée pour déterminer les parameétres
de reconstruction de ’espace des phases. Les résultats obtenus

sont comparés & ceux issus d’autres tests.

1. DESCRIPTION DE L’{\PPROCHE PAR
LES ARBRES DE REGRESSION

Soit zx,k = 1,..., N une série temporelle échan-
tillonnée; ’espace des phases du systéme est recons-
truit par la méthode des retards de Takens ([3] et
[4]): on construit les vecteurs

Xk = [Tk Thrs - - o> Tpr(a—-1))*
ol d et T sont respectivement la dimension et le re-
tard de reconstruction. Les vecteurs X seront dans
la suite considérés comme les réalisations d’un pro-
cessus aléatoire stationnaire, de loi de probabilité P.
On définit les quantités suivantes:

e Il = {m,...,7} une partition de cet espace
des phases en I cellules complémentaires

e {qg1,...,qr} un ensemble de points représenta-
tifs de chacune des cellules de la partition II

¢ Q:Q(X)=¢qrsiXem
A partir de ces définitions, on peut dire que la quan-
tité Xy (k) &f Q(Xg) est une quantification de Xy.
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Abstract

Non-parametric analysis for non-additive statistical data
was introduced by Sonquist et Morgan ([1]) and developped by
Breiman, Friedman, Olshen et Stone ([2]). This paper presents
a non-linear prediction method based on an adaptative parti-
tion of the (reconstructed) phase space of the system under
study. The partition is obtained from a recursive tiling of the
phase space according to a maximum entropy principle. The
attractive feature of this approach is illustrated by the predic-
tion of chaotic time series for which the linear prediction algo-
rithms are not efficient enough. We show that the prediction
error can be used to determine the embedding reconstruction
parameters. The obtained results are compared with results

from other tests.

Notons que la fonction de densité de probabilité
discréte Px(g:),7 = 1,...,L est égale 3 I’histogram-
me théorique [kaew,’j =1,.. .,L], de X. La mé-
thode des arbres de régression consiste 3 utiliser une
procédure récursive pour obtenir une partition tou-
jours plus dense II! = {=},.. .,7rlL‘} de R?, de fagon
a minimiser (itérativement) la distorsion entre Xy et
sa valeur quantifiée. Nous nous limiterons ici au cas
de cellules rectangulaires dans R”.

Considérons une partition II', de profondeur I,
de ’espace des phases en L; cellules. Cette partition
peut étre affinée en segmentant a leur tour les cellules
7t en 2¢ sous-cellules (que nous appelerons enfants
par la suite), selon un critére discuté plus loin. La
distribution échantillonnée correspondant & ’ensem-
ble des enfants d’une cellule n’est retenue que si elle
s’écarte significativement d’une distribution unifor-
me. La mesure de distance retenue entre les distri-
butions est basée sur un test de Chi-deux 3 2¢ degrés
de liberté. Sila partition n’est pas retenue, la cellule
7! est alors considérée comme une feuille terminale
de ’arbre. Voir la figure(1) pour ure illustration de
cette construction.
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CHOIX DU CRITERE DE PARTITIONNEMENT
Soient

e Hy : hypothése de distribution uniforme sur

tne cellule pour des vecteurs X a composantes
ii.d.

o N} le nombre de réalisations dans la cellule

Le nombre de bits nécessaires pour coder les V; réali-
sations de la cellule m; peut sous hypothese Hy se
réécrire sous la forme

card(1r1+1)
Sﬂ'z = Z Sﬂz+1 - Z pjloQ?pj
41 j=1

ol p; est la probabilité de se trouver dans la cel-
lule indicée par j. La distribution qui maximalise
I’entropie de Shannon étant la distribution uniforme,
c’est par rapport a cette distribution que seront com-
parées les distributions associées a la segmentation
d’une cellule parent. Le gain d’information lié a la
partition en k cellules vaut

k
A = logak + Y _ pilogsp;

i=1

et s’annule dans le cas o ’hypothese Hy est effec-
tivement vérifiée. Ainsi lorsque la distribution est
localement uniforme, aucune structure intéressante
n’est décelée: il n’est pas utile de poursuivre la seg-
mentation de la cellule. Une cellule peut aussi étre
considérée comme une feuille terminale si elle ne con-
tient plus assez de points pour que les tests statis-
tiques utilisés demeurent pertinents.

Du fait que seules des cellules rectangulaires sont
considérées, la partition est obtenue en appliquant
un seuil pour chaque cellule parent suivant chacune
des d dimensions de ’espace. On montre que le
critere A = 0 sous hypothése Hg conduit a choisir
comme seuil le médian échantillonné ([5] et [6]). T
s’agit d’un estimateur asymptotiquement non biaisé
du médian vrai et la distribution obtenue sur les en-
fants est au maximum d’entropie si les coordonnées
de X sont indépendantes. D’autre part, cette regle
de partition est optimale au sens de la minimalisa-
tion du taux de distorsion moyen de la quantification
vectorielle résultante ([5] et [6]).

2. APPLICATION A LA PREDICTION

Soit un systéme dynamique de dimension d décrit
par 1'équation d'état: Xp43 = Fx (Xn) + €n oll

Depth ‘0"<=> Root Node

//'_j_/___// v 7 Depth'l”
EA
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Figure 1: Pour un espace des phases reconstruit de
dimension d = 2, le noeud initial est subdivisé en
4 sous-ensembles et cette distribution est jugée non
uniforme: on poursuit la subdivision de chaque cel-
lule. Parmi les subdivisions qui sont réalisées au
niveau suivant, seule celle du coin gauche est jugée
non uniforme et subdivisée a nouveau.

Fx, est une fonction non-linéaire, elle méme dépen-
dant de X,,. €, peut étre considéré comme un bruit
d’observation ou une perturbation de 1’état détermi-
niste. La partition de ’espace des phases (ou de
fagon équivalente I’arbre de régression) est estimée a
partir d’une série d’apprentissage de N données. A
chaque cellule ainsi créée est associée une valeur de
sortie quantifiée par exemple selon:

Q(Xy) = médian(X(j + 1)|X(j) € m)

et X(k+ 1) = Q(X) Ce choix de Q(X) permet de
réaliser de la prédiction avec le médian des valeurs
futures (apré. un temps 7) des points de la série
d’apprentissage. On obtient ainsi une prédiction quan-
tifiée sur une structure d’arbres optimale au sens du
maximum d’entropie de la distorsion pour la quan-
tification vectorielle obtenue ([5] et [6]).

La figure (2 a) présente ’arbre obtenu en dimen-
sion 3 pour un retard 7 = 4 en pas d’échantillon-
nage pour un systéme chaotique expérimental ([7]),
ainsi que la prédiction (figure 2 b) & un pas (7)
obtenue 3 partir de cet arbre. Le manque de points
pour avoir des tests statistiques pertinents (I'une des
deux causes d’obtention d’une feuille terminale lors
de la construction de I'arbre) permet de satisfaire le
compromis nécessaire & une bonne prédiction: plus
la taille moyenne des cellules est faible, meilleure
seraient a priori ’estimation du médian et par consé-
quent la prédiction mais du fait du nombre fini des
données, il faut une taille suffisante des cellules pour
conserver la pertinence statistique de ’estimation.
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Figure 2: (a): Arbre estimé en dimension 3 et avec
un retard de 4 en pas d’échantillonnage pour le
systéme expérimental; prédiction & un pas et erreur
de prédiction au médian i partir de cet arbre estimé
(b) et par la méthode des plus proches voisins (c).

On montre que les performances obtenues en pré-
diction sont comparables 3 celles obtenues par I'algo-
rithme classique de prédiction par la méthode de plus
proches voisins ([8]). La figure (2 c) présente les
résultats obtenus avec cette méthode pour la méme
reconstruction de I’espace des phases que pour la fig-
ure (2 b). Dans les deux cas, la série d’apprentissage
comprend 8192 points.
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3. ESTIMATION DE 7 ET D A PARTIR
DE L’ERREUR DE PREDICTION

La prédiction basée sur les arbres de régression
peut étre réalisée pour différentes valeurs de la di-
mension et du retard de reconstruction. L’étude de
la variance de Perreur de prédiction en fonction des
valeurs du retard et de la dimension de reconstruc-
tion présente un minimum qui permet de choisir les
para.metres de reconstruction 7 et d. La variance V
présentée ici est normalisée par 1’énergie du signal:

Ve S (ei— < e >i)?
Db (i <z >i)?
ol p est le nombre de prédictions a un pas reahsees

(ici p = 500), e; I'erreur de prédiction pour la ™
prédiction et z; les valeurs de la série étudiée.
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Figure 3: Variance d’erreur de prédiction normalisée
par I’énergie du signal pour le systéme de Rossler non
normalisée (a) et "normalisée” (b) par 7 en utilisant
la totalité des points disponibles.

L’algorithme proposé estime la variance d’erreur
de prédiction & un pas en fonction de la dimension
et du retard de reconstruction: les parametres de
reconstruction seront choisis de fagon a minimiser
cette variance d’erreur "normalisée” par la valeur du
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test de Pawsizik—Schustar pour Rossler.mat(1)
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Figure 4: Test de Pawelzik-Schuster pour le systéme
de Rossler

retard T: % afin de s’affranchir de la dépendance
linéaire pour de faibles valeurs du retard.

Ces résultats sont comparés avec ceux proposés
par Liebert, Pawelzik et Schuster ([9]): les parameétres
de reconstruction sont choisis pour minimiser:

distl (%, j(k,d))dist] (s, 5 (k,d + 1)) .
=< (H dzst“'+1(z,](k d+ 1))2231&’( L, 7 (k, d)))

ou disty, (1, j(k,n)) est la distance en dimension m
du k*™e plus proche voisin en dimension n.

Cette quantité permet d’évaluer le degré de viola-
tion des propriétés topologiques quand la dimension
de reconstruction augmente d’une unité: lorsque les
parameétres de reconstruction sont obtenus, les voisi-
nages d’un point sont conservés en passant d’une
dimension & la suivante. W/t sera d’autant plus
proche de 0 que les propriétés topologiques seront
bonnes et donc que les paramétres seront optimaux,
la "normalisation” par 7 est due & la méme volonté
que dans le cas de la variance d’erreur de s’affranchir
de la dépendance linéaire aux faibles valeurs de r.
Les figures (3a et b) d’une part et (4) d’autre part
montrent ce que donne chacun de ces algorithmes
pour le systéme de Rdssler synthétisé. La variance
d’erreur (non ”normalisée” par T) est petite pour
de faibles valeurs de r du fait qu’alors les fortes
corrélations entre composantes donnent lieu & une
prédiction quasi-linéaire; & I'inverse pour des valeurs
importantes de 7, la forte décorrélation conduit &
des variances se rapprochant de ’énergie du signal.
Quant & l'influence de la dimension d, la variance
présente un minimum en fonction de d. Cette déter-
mination des paramétres 4 ’aide de la variance donne
pour Rossler: 7 = 8 et d = 3.

En ce qui concerne les résultats du test de Pawel-

zik, Liebert et Schuster, leur algorithme tend & préco-
niser: 7 = 17 et d = 5. La méthode de la variance
d’erreur fournit donc des résultats conformes & ce
qui avait été remarqué dans ([10]). Outre les per-
formances de I’approche par les arbres en terme de
prédiction non linéaire, ces résultats montrent que
cette approche permet de déterminer les parameétres
de reconstruction de ’espace des phases avec des per-
formances au moins comparables 3 celles des métho-
des usuelles, pour un coat de calcul moindre. Le
comportement statistique de la quantité V feral’objet
de travaux futurs.
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