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RESUME

Le but de ce papier est I’étude du filtre adapté dans le cas
de signaux i valeurs complexes, lorsque le bruit d’observation est
non circulaire. L’approche bayésienne an probleme de détection
nécessite ’extension au cas non circulaire de la densité gaussienne
complexe. L’utilisation de cette densité permet de montrer que
le détecteur optimal est structurellement égal au filtre adapté
classique.

Lorsque le bruit est non circulaire, nous étudions les pertes
de performance qu’entraine utilisation d’un détecteur supposant
les données circulaires. Un exemple simple permet de visualiser
ces pertes qui peuvent étre importantes.

Nous terminons le papler par quelques remarques concernant
la linéarité des traitement sur les données complexes et Desti-
mation des paramétres de la gaussienne complexe non circulaire.

1. INTRODUCTION

L’étude des variables aléatoires 4 valeurs complexes connait un
intérét grandissant depuis quelques anunées. Elles peuvent étre
décrites & l’aide du formalisme traditionnel des probabilités (en
considérant une variable complexe comme un couple de variables
réelles) ou a D’aide d’un formalisine complexe. Les études ont
alors montré que décrire une variable complexe dans le formalisme
complexe nécessite de travailler A la fois sur la variable et sur sa
conjuguée.

Le formalisme complexe permet des calculs simples, des in-
terprétations rapides et claires (par exemple la notion de circu-
larité).
statistiques des variables complexes. Dans ce papier, nous abor-
dons Paspect des densités de probabilité a travers la densité de
probabilité de variables aléatoires complexes ganssiennes. La den-
sité gaussienne complexe connue jusqu’a présent n’est en fait pas

Les travaux se sont jusqu’a présent comcentrés sur les

générale, puisque elle sous-entend la circularité, c’est-a-dire sup-
pose I’orthogonalité statistique entre la variable et sa conjuguée .
Nous montrons dans le premier paragraphe comment généraliser
cette densité au cas non-circulaire. Deux formes sont présentées,
I'une qualifiée de composite qui permet des calculs rapides et
des résultats compacts; la deuxidme, dite forme séparée, montre
clairement Peffet de la non-circularité.

Pour illustrer ces variables gaussiennes complexes, nous
traitons le cas du filtrage adapté en contexte complexe. L’u-
tilisation de la densité composite précédemment définie permet
d’obtenir un résultat structurellement identique aux résultats
classiques. Toutefois, pour montrer I'importance de la non cir-
cularité, nous étudions les pertes de performances dans le cas de
I’inadéquation d’un filtre adapté & Phypothése de circularité.

ABSTRACT

The aim of this paper is the study of the match filter in the
case of complex valued signals, when the observation noise is not
circular. The complex circular gaussian density is extended to
the non circular case in order to solve the problem of detection.
Using this density allows to show that the optimal detector is
structurally equivalent to the classical match filter.

When the noise is not circular, we study the loss of perfor-
mance by using a detector based on a circular hypothesis. A
simple example illustrates these loss which can be important.

We finally make some remarks about the linearity of the
processing of complex data and about the estimation of the
parameters of the non circular complex gaussian density.

Enfin, dans le paragraphe 5, nous effectuons quelques remar-
ques sur Pestimation des paramétres de la densité de probabilité
d’une variable gaussienne complexe et sur la non-linéarité en les
données des traitements optimaux. En effet, le filtre adapté com-
plexe est non linéaire en les données puisqu’il fait intervenir égale-
ment les conjugués. Toutefois, Pintroduction d’un vecteur étendu
rend linéaire le traitement.

2. DENSITE DE PROBABILITE GAUSSIENNE
COMPLEXE

L’explication statistique de variables aléatoires a valeurs com-
plexe nécessite de travailler sur la variable mais également sur sa
conjuguée [2,3]. Soit Z un vecteur aléatoire complexe gaussien (de
dimension 7). La description traditionnellement adoptée consiste
4 séparer la variable en ses parties réelle et imaginaire. Toutefois,
travailler sur I’écriture purement complexe permet des simplifica-
tions dans les calculs (lorsque les régles de manipulation ont été
précisées).

Ce paragraphe examine le cas de données gaussiennes a
valeurs complexes. Nous donnons la forme générale de la densité
gaussienne, puis montrons comment séparer la partie circulaire
du reste de la densité.

2.1. Forme composite

Soit Z = X 4+ iY un vecteur aléatoire gaussien complexe de
dimension n. Les parties réelle et imaginaire X et Y sont alors des
vectenrs conjointement gaussiens, et Z est entiérement caractérisé
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par une densité gaussienne 2n dimensionnelle en X, Y,

1

Y L, Y) =
px(®9) Det()|

1. v
exp(—-Q—Xc r—a)y (@
(2m)"
N . . » s > s T, TNT s ! .
oll .. signifie vecteur centré, ou X' = (X 'Y")" et ot I est la
matrice covariance de ce vecteur.
Nous souhaitons écrire cette densité en fonction de Z, mais
également de Z pour suivre la premiére remarque. Considérons
le changement de variables

x = 22
2y (2)

que l’on ecrira sous forme compacte selon ¥ = CZ avec Z =
(ZTZ7)T . Le déterminant de C vaut 1/2” en module. La forme
quadratique dans (1) devient

xIT' ' x, 2TcT(cE[z.2T1cT) ez,
2X(E(2.2]) 7 2

ZU(E[2.2}) 7 2, (3)

il

Introduisons I' = E[Z,2!] la matrice covariance du vecteur Z.
Alors en utilisant ’expression de la forme quadratique précédente
et les lois de changement de variables pour les densités de
probabilité, on obtient

1

CXI)(—-%—ZJF_IZC) (4)

T' étant définie par E[Z.Z]] et que ’on écrira sons forme éclatée

r=m<2>u&ﬂ=<

Pour que ce changement de densité de probabilité soit valide,
il faut formellement considérer X et Y comme des vecteurs
complexes. Par suite, pour effectuer des calculs de probabilité,
I'intégration en Z et Z doit se faire sur des sous-espaces générés
par X et Y réels (équivalent de lintégration sur des contours
dans le plan complexe).

Le cas circulaire se déduit immédiatement du cas précédent
en écrivant I,z = 0 = Tz, pour obtenir pe gz 3z(z,2) =
((27)™| Det(I:2))) 7 exp(—2'T'73 2) qui est Pexpression habituelle
(voir par exemple [4]).

2.2. Forme séparée

La forme séparée est présentée dans [1]. On peut montrer que la
densité de probabilité s’écrit

p2,5(%,2) = pc,z.2(% )pnc z,2(5 F) (6)

olt pe,z,z(z, 2) est la densité circulaire et oh

exp(—z T} T..C7'T=:T 2 )

VI =TT 0.,

zZ

exp(SR(zTC'_IFn _51/7)) (7)

Pne,zz(7,2) =

X

Ce dernier terme peut étre écrit sous une autre forme que ’on
trouvera dans [1]. La matrice ¢ §’%écrit ¢ =7, — 2.7 T...

L’intérét de cette factoristation réside dans isolement de la
partie circulaire qui permet facilement de chiffrer Pliimportance
des termes non circulaires dans les traitements optimaux

3. FILTRE ADAPTE COMPLEXE

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la détection d’un
signal & valeurs complexes, de forme connue, noyé dans un bruit
gaussien complexe. Le traitement de ce probléme est classique
lorsque le bruit est supposé circulaire. Nous levons ici cette
hypothése et traitons le probléme de détection par une approche
bayésienne. Nous montrerons ensuite que le détecteur obtenu est
équivalent au détecteur “linéaire” maximisant une déflexion. La
derniére partie de ce paragraphe concernera les performances du
détecteur obtenu.
Le probléme de détection a traiter est le suivant :

Hy
Hy

ou les vecteurs sont n-dimensionnels, b est un vecteur gaussien
complexe, centré, de matrice covariance I' et s est un vecteur
déterministe connu.

= b
= s54+5b ()
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3.1. Approche bayésienne

L’approche bayésienne consiste a comparer a un seuil le rapport
de vraisemblance L{z) = p(r/H1)/p(r/Ho) ou son logarithme.
Comme s est déterministe, la covariance du vecteur observation
est identique sous les deux hypotheses, et la log-vraisemblance
devient

- 1 -
I(z) = S'T 13—55'r 's (9)
ott § = (s7sN)7T. Le test revient alors 4
1., > 1 _ .
STMTZ Qpgn+ 58718 (10)
Le détectenr est donc un filtre adapté. Pour retrouver le filtre

adapté dans le cas circulaire, il suffit de développer STT™! Z pour
obtenir 2R(s'T 7} 2).

3.2. Maximisation de la déflexion

Une autre approche a ce probleme de détection consiste & constru-
ire un détecteur linéaire qui maximise une déflexion. Les filtres

" linéaires complexes jouent i la fois sur lentrée et sa conjuguée

[2). Un détecteur linéaire s’écrira alors

ES TR

d:HTz:(h{h;)( ) (11)
Cette structure est nécessaire pour pouvoir obtenir un détecteur
réel. Une déflexion traditionnellement utilisée est

D= |E1[d] - Eo[d)}? (12)
Varo[d]
ol E;[.] et Var;[] signifie respectivement espérance et variance
sous Phypothése H;.
Ici, les grandeurs utiles sont Eo[d] = 0, Ei[d] = H'S et
Varo[d] = H'T'H. La déflexion devient alors

ALl (13
= HTH 3)
La maximisation de cette quantité se fait classiquement en util-
isant Pinégalité de Schwartz autour du produit scalaire < z|y >=
m'I‘y. La déflexion maximale est alors Dmer = ST et le
détectenr optimal est d = ST 2.

On retrouve Péquivalence classique entre approche bayésienne
et maximisation de la déflexion, valide bien sur uniquement dans
le cas gaussien. Une discussion sur le rapport entre les deux
approches dans un cas plus générale peut étre trouvée dans par
exemple [6].




3.3. Performances

Les performances de détection sont traditionnellement illustrées
par les courbes opérationelles du détecteur (COR), c’est-a-dire
la probabilité de détection fonction de la probabilité de fausse
alarme & rapport signal & bruit donné. Rappelons que le test est
ici
>H1

S'T7'2 <u, B (14)
Comme le détecteur est linéaire en Z et que ce vecteur est
gaussien sous les deux hypothéses, le détecteur est une variable
aléatoire gaussienne. Ses statistiques sont

Eo[d) = 0
Ei[d] = SIS =m,,
' (15)
Varold] = SIr™'s
Vari[d] = Varold] = Cne

Introduisons Erf(z) = f'{'oo(\/’)w)_1 exp(—u®/2)du. Alors, les
probabilité de détection Py = Proba(d > S/H,) et de fausse
alarme Py, = Proba(d > #/Hop) sont données par

Pjo = Erf(E=)
(16)
P, = Erf(ZFee)

Dans le cas circulaire, ces relations restent vrales en rem-
plagant my. par m, = sfl":;s et O par C. = STTZEI 5.

4, INADEQUATION DU DETECTEUR AUX
DONNEES

Les problémes dans lesquels interviennent des données a valeurs
complexes (communication, traitement d’antenne, ...} reposent
en général sur ’hypothése d’un bruit perturbateur gaussien cir-
culaire. Les traitements optimaux reposent bien évidemment sur
cette propriété. Il est donc logique de s’intéresser aux chutes de
performances de ces traitements lorsque cette hypothése devient
fausse. Nous appellerons cette sitnation 'inadéquation. Dans ce
paragraphe nous examinons le cas de P'inadéquation dans le cas
du filtre adapté.

Nous cherchons & détecter un signal complexe s de forme con-
nue dans un bruit gaussien complexe, a priori non circulaire.
Soit d. = SJ‘E(s"l?‘z2 z) le détecteur optimal supposant le bruit cir-
culaire et d,, = SIT™1 Z le détecteur ne faisant pas d’hypothese.

Sachant que le bruit est non circulaire, les statistiques de dyc
sont celles évaluées précédemment. Mais il fant “recalculer” celles
de d.. Nous aurons dans le cas non circulaire m, = E[d.] =
s1T71s qui reste inchangée. Par contre, la variance de d. devient
Varo[de] = Vari[de] = 1/2(s'T s + a\\(dr—‘rnrr}T 7))

La perte de performance peunt alors étre chiffrée en terme
de perte de probabilité de détection i probabilité de fausse
alarme fixée, soit APy = Pane — Puc.  Si Fne et (. sont
les seuils pour les deux détecteurs, fixer la fausse alarme re-
vient a écrire D'égalité fnc/vV/Cne = ﬂc/\/a, Pane sera alors
donné par Exf((fnc — mnc)/V/Cnc) et Py par Erf((8.VC. —
M/ Chre) [V CeChrs). L'écart des probabilité de détection est alors

£-mnc L Ad 2
APd=/ Cne l exp(—lf—)(lu (17
ﬂ—-c":‘n:. Vim 2

avec
My me

V ("'711:. ﬁ

Pour illustrer ceci, considérons le probléme simple de la

détection du vecteur comnstant s = « + t¢ noyé dans du bruit
blanc gaussien complexe non circulaire.

Ad = (18)

LTU

Pour fixer les idées, le bruit est écrit selon b = = + i(az + y)
oll ¢ et y sont deux vecteurs gaussiens centré normés, réels,
indépendants. Le bruit & est évidemment non circulaire dés que o
est non nul. La figure (2) montre ce bruit sous forme de courbe de
Lissajous pour a = 0,0.5,1 et 2. L’effet de la non circularité est
clairement démontré par Paspect ellipsoidale de la distribution
des points. Le cas extréme est une compléte corrélation entre
R(b) et S(b) concentrant la distribution sur une droite. Pour ce
type de bruit, o apparait comme chiffrant I’écart & la circularité.

Dans cet exemple simple de détection, Ad vaut

ok _
Ad = an ————e atri-2
Va2 +2a+2

La figure (1) montre APy en fonction de ’écart & la circularité
a pour diverses valeurs de la probabilité de fansse alarme (cette
figure est obtenue pour e = 0.01, n = 100, Py, de 0.01 & 0.2
par pas de 0.04). Cet exemple permet de chlffrer la perte en
probabilité de détection.

On remarque par exemple que pour a = 2 la perte en
détection est de 0.3!

(19)

5. QUELQUES REMARQUES

5.1. Retour sur l’inadéquation

Pour mieux comprendre effet de 'inadéquation, il est utile de
reprendre le probléme & Vaide de la densité de probabilité séparée.

D’une fagon générale, la forme séparée (6) permet d’écrire le
logarithme du rapport de vraisemblance comme

() = 1e(2) + bnel 2 (20)

De méme, dans des problémes d’estimation, la log-vraisemblance
sera la somme d’une log-vraisemblance liée au circulaire et d’un
terme relevant de Pécart a la circularité.

Dans le cas nous intéressant de la détection d’un signal connu
dans du bruit gaussien, la factorisation impligue que le détecteur
optimal s’écrit d = d + dye avec

~f—dy = §)i‘.(51r‘z_51:)
(21)
E)?(sfflz - ST(FQ + Fz)Z)

dp. =

ot les différentes matrices sont définies par

F] = PZ_EIF;; /I_lrzzr:zl
(22)

I, = 7T

On remarque que d. correspond au filtre adapté classique qui sup-
pose les données circulaires. d,. correspond alors a la correction
a apporter pour obtenir le détectenr optimal.

5.2. Estimation des parameétres

Comme on peut le remarquer sur les diverses formes du filtre
adapté, il ne peut étre appliqué pratiquement si les statistiques
du bruit ne sont pas connues. Le détecteur doit alors étre modifié
et un test du maximum de vraisemblance généralisé envisagé.
La définition de ce détecteur implique I’estimation au sens du
maximumn de vraisemblance des paramétres d’une gaussienne
complexe.

Soit & estimer la matrice covariance d’un vecteur complexe
gaussien centré. On dispose de N réalisations indépendantes Z;
de Z. La log-vraisemblance s’écrit alors d’aprés (4)

HER-N Y

log(pz,z(2, %))
= —niNlog(2r)— i_2\1105‘,‘(|Det(I‘)|)

1 - 4
- Eszr Yz (23)
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En utilisant les résultat de dérivation par rapport a des grandeurs
complexes de [5], trouver les maximas de I(z,%I) revient &
résoudre i

al

T 0

~NDT 4y Tl

+ % Diag(NT~! — D712} 2I17Y) (24)

Les éléments diagonaux et extra-diagonaux suivent alors la méme
équation

P2 ozt .
r_ﬁ}:z,& (25)

On obtiendrait de méme la moyenne empirique des Z; comme
estimateur du maximum de vraisemblance de la moyenne.

5.3. Linéarité ou non-linéarité

Il est évident que le détecteur d = S'I™! Z est non linéaire en =
puisqw’il dépend explicitement de Z. On retrouve les remarques
de B. Picinbono faites dans un contexte d’estimation optimale.
Tempérons toutefois en remarquant que la linéarité est présente,
mais en le vecteur que nous appellerons étendu, c’est-a-dire
2z = (TN

Cette remarque est tout a fait générale. Tous les traitements
faisant appel & des données complexes doivent étre effectués sur z
et son conjugué. Siles traitements sont habituellement linéaires,
ils le resteront en travaillant sur le vecteur étendu.

Une autre illustration, comme mentionné précédeminent, est
donnée par Pestimation optimale d’un vectenr gaussien complexe
Z> par un autre Z,. La solution & ce probléme est donnée
par Despérance de Z2 conditionnellement a Z;. Or, la densité
conditionnelle s’écrit

PZQ,ZI(32,52,31,51) (,)6)

Pzy/2, (72, 22) = pz, (=1, %1)

En utilisant les densités construites sur les vecteurs étendus, i.e.
(4), on peut montrer que

exp(—1(Z2 = TLIT' 2)'C™" (2, = TLLIT 21))

P22, (22, 22) = (2m)™\/|Det(C))]

(21)
olt ¢ =Ty —T1,TT 15, Tys = E[212]] et T = E[Z:2]].
L’espérance conditionnelle, c’est-a-dire ’estimatenr optimal
de Z, par Zi, est donc 1";‘2I‘1_131 et la matrice covariance des
erreurs est C.
La structure est donc bien linéaire en le vecteur étendu.

6. CONCLUSION

Nous avons introduit une généralisation de la complexe gaussi-
enne au cas général de variables non circulaires. Deux formes
équivalentes sont possibles : une composite permet des calculs
rapides et une autre permettant de voir Uinfluence de la nou cir-
cularité dans les traitements optimaux. A titre d’illustration, le
filtre adapté dans le cas complexe est obtenu par une approche
bayésienne et par la maximisation de la déflexion, L’influence de
la prise en compte de la non circularité dans le probléme de détec-
tion est illustré par ’étude des chutes de performance du filtre
adapté lorsqu’il y a inadéquation du détecteur. Enfin, quelques
remarques montrent Pintérét dans le cas complexe de travailler
avec le vecteur étendu : le vecteur comprenant la variable com-
plexe et sa conjuguée.
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Figure 1: Différence des probabilités de détection en fonction
de Décart & la circularité (o varie de -10 a 10).
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Figure 2: Ilustration de la circularité sur la densité de
probabilité gaussienne complexe.



