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Résumé. Le but de cette communication est d'établir les
caractéristiques opérationnelles de réception d'une classe de
détecteurs du sup dans le cas gaussien. La probabilité de fausse
alarme est obtenue & partir d'une approche géométrique du
probléme mettant en jeu le calcul du volume d'un tube i la
surface de la sphere unité. La probabilité de détection est établie
plus classiquement par un développement quadratique de la
fonction marginale. Les approximations supposent une valeur
élevée du seuil pour la fausse alarme, et un rapport signal 2 bruit
suffisamment fort pour la probabilité de détection. Les formules
approchées obtenues sont ensuite appliquées & un détecteur
utilisant la plus grande valeur propre d'une matrice de Wishart,
ce qui permet de retrouver un résultat connu, puis a la formation
de voies et a un détecteur de sinusoide amortie.

1. Introduction

Dans cette communication on établit les caractéristiques
opérationnelles de réception d'une classe de détecteurs définis
par:
H
sup Iﬂgglz zs,
g = H
ot H, est I'hypothese signal présent, Hy I'nypothése bruit
seul, s le seuil du détecteur, x le vecteur d'observation et {Iy}
une famille de projecteurs de méme rang indexés continiment
par un vecteur de paramdtres @. Le bruit est supposé blanc,

gaussien, centré et de puissance moyenne unité, les signaux
traités étant réels.

L'évaluation des performances en détection de tels détecteurs
revient a étudier les probabilités de dépassement sous H, et
sous H; du sup de formes quadratiques de gaussiennes non
indépendantes, dans le cas particulier oi ces formes quadratiques
sont des projecteurs orthogonaux. Le probléme se rencontre
notamment dans les cas suivants : détection d'un signal
déterministe imparfaitement connu, détecteur effectuant une
formation de voies, détecteur basé sur la plus grande valeur
propre d'une matrice de Wishart.

Si la résolution du probléme sous H; ne pose pas de difficulté
particuliere pourvu que le rapport signal a bruit soit
suffisamment fort, il en va tout autrement sous H,. La loi
marginale du test est un 12, mais 'opération de sup modifie
fortement cette statistique. De méme, si les formes quadratiques
sont indépendantes la solution du probléme est évidente, mais
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pour les trois exemples précédents une telle hypothése est
inacceptable.

Dans le cas particulier olt 8 est réduit 4 un scalaire, I'étude des
dépassements d'un processus aléatoire [1] permet de déterminer
la probabilité de fausse alarme en fonction du seuil du détecteur.
Les calculs sont généralement compliqués et doivent &tre
recommencés dans chaque cas particulier de détection. Le résultat
exposé ici est valable pour un nombre a priori quelconque de
paramétres et pour des probabilités de dépassement faibles.

2. Probabilité de fausse alarme

La probabilité de fausse alarme est définie par :

Pfa(s) = P (sup x> s).

L'observation x est un vecteur aléatoire gaussien centré,
élément de IR, de matrice de covariance l'identité. Les
projecteurs sont de rang k et indexés par le vecteur 8 élément de
R?.

On pose r=lx 2. A 0 fixé, la probabilité de dépassement
conditionnelle & r vaut :
Pfa(s\r) =P (T, Z12>Zir), M
= lx| r
oll le vecteur x/lx| est équiréparti sur $™! la sphere unité de
an

Lorsque @ varie, l'intersection de span(Il;) avec s~ définit
une variété C,; de dimension d =k+ p—1. L'ensemble des
vecteurs x qui réalisent I'événement (1) est I'ensemble des
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points de S situés au plus a une certaine distance ¢ d'un
point de C;. C'est la définition méme d'un tube de rayon ¢
relativement 3 C; sur §" '2].

La métrique utilisée étant la memque intrinséque de la sphére, la
distance entre deux points de $™! est la longueur de l'arc de
grand cercle passant par ces deux points. Ceux-ci étant sur la
sphére unité, la distance qui les sépare est également I'angle
entre les deux vecteurs dont ils sont I'extrémité. Le rayon ¢ du

tube est alors tel que tang =+/r/s—1.

Remarque. Pour une étude rigoureuse des entités mathématiques
que sont les variétés différentielles et les tubes, on pourra se
reporter a [3]. Pratiquement, il nous suffira d'avoir une

paramétrisation de cette variété.

On définit ensuite la probabilité de dépassement conditionnelle
par le rapport entre le volume du tube et le volume de la sphére
unité:

Pfa(s |r) = Vol(Tube(¢))/ Vol(S™™"). ?)

L'essentiel du probléme se résume au calcul du volume d'un
tube sur $"7'. Weyl [4] a résolu ce probléme pour une
dimension quelconque de la variété, généralisant ainsi le résultat
de Hotelling [2] pour d =1, et établi des résultats remarquables
en termes d'invariants sur le volume des tubes. Nous avons
repris la technique décrite dans [4] relative au calcul du volume
d'un tube pour aboutir aux formules explicites suivantes [3].

On note x =(x,x,,...,x,) un point de la variété paramétré par

u=(u,uy,...,uy), X=[x; %,...%,] la matrice (n,d) ob ¥,

vaut pour dx/du; et g=G(x1,%,,...x4)=%"% le gramien
des dérivéesde x. S" ! ={ zelR" , IzI=1} est la sphere unité
de IR* , de volume Vol(S™™")=27"%/T(n/2).

Le volume V(¢) du tube est alors une somme de 1+[d /2]
termes dont les deux premiers sont :

V()= Vol(S" ™) [ky Jo(8) +ky T ($) +...], 3

ol k(,:jcd detg du, k2=-i—JCd1/detg (T, - T,) du,
tan ¢ am—l 1 tan ¢ m

Jo(9)= [ ———da,  J(¢)=—

0(9) £(1+az)n,2 a,  h(9)=— j dray

T, = Zgaﬂ apf i ﬁHx 2 aﬂ aﬂ

,Hxﬂﬁ,,
oB.a p ,a,

m=n-d-1, g7 =(g%) et H=I—.§.§T—)&g—',\'¢T.

Remarque. Pour d =1 le premier terme de la relation (3) donne
le volume exact du tube, k, étant le volume de la variété. Dans
le cas d'une variété de dimension 2, la relation (3) est aussi
exacte. Ceci est vrai uniquement pour une variété fermée. Si
celle-ci comporte des bords, il faut tenir compte du volume du
tube & ces extrémités [2]. Si le rayon du tube est petit devant
un, les intégrales définissant les coefficients J, admettent un
développement en série par rapport 4 ¢. Le volume du tube est
alors une série entiére en ¢ dont les deux termes de plus bas
degré se déduisent aisément a partir de J, et J,. L'expression
(3) est alors une formule approchée du volume du tube, d'autant
meilleure que le rayon est petit.

La probabilité de fausse alarme est obtenue en moyennant la
probabilité condltlonnelle (2) par la densité de r qui suit par
définition une loi xn Ceci conduit & :

Pfa(s)= (d+l)12 [ko T4, 5) + 3k, T(43, ’f)] @

+o0 -
o I'(a,x)= J' t* Ve dt est la fonction gamma incompléte.
X
Pour un seuil élevé, une expression simple de la fausse alarme
est donnée par le développement asymptotique de la fonction
gamma, En conservant les deux termes de plus haut degré de ce
développement, on obtient finalement :

1 2 s \
Pfa(s)=W(%)‘d D12 512 [y + ((d = 1)ky +ky) /5], 5

ko et k, étant définis en (3).
3. Amax d'une matrice de Wishart

Soit A unc matrice d'ordre N définie comine la somine de X

dyades :
K
A=Y xx;,
k=1

olt les x, sont des vecteurs aléatoires gaussiens indépendants,
centrés et de méme matrice de covariance X . La matrice A
posséde alors une distribution de Wishart 3 K degrés de liberté,
de matrice de covariance X, notée Wy(K,Z). De plus, cette
distribution admet une densité si et seulement si K > N.

On s'intéresse a la probabilité pour que la plus grande valeur
propre A,,,. de A soit supérieure a un seuil quand la matrice de
covariance X vaut l'identité. On dispose de plusieurs
expressions, exactes ou approchées, permettant de connaitre
théoriquement la loi du A,, . Pratiquement on se heurte
cependant a deux difficultés. Soit I'on utilise Ia loi conjointe des
valeurs propres, loi exacte mais qui nécessite d'étre intégrée
N —1 fois pour obtenir la densité marginale de la plus grande
valeur propre, soit l'on utilise la loi asymptotique du 4,

obtenue en laissant tendre le nombre de dyades vers l'infini. Ceci
revient 4 faire une approximation gaussienne sur les éléments de
A et conduit a des résultats faux pour le domaine qui nous
intéresse, a savoir celui des probabilités de dépassement faibles.

La relation (5) peut étre utilisée pour traiter ce probléme. On
sait en effet que le quotient de Rayleigh défini ci-dessous atteint
son sup pour le 4,

T
A w'pe AQ.

Définissons alors T, =1y ®06T et x= [x x]...x} 17,
ol l'opérateur ® désigne le produit de Kronecker de deux
matrices. Le probléme s'écrit alors :

PA,>9)= P(sx;p Ty J£I2> 5).

Le projecteur est de rang K et peut s'écrire sous la forme
I, =UUT ot U=1I,®8.Le vecteur 8 décrit la demi- -sphére
S¥1 gvitant ainsi de compter deux fois les mémes points.
Alors tout point x de la varletc C, vérifie x =Ua ol a est
paramétré comme S¥!. La variété est de dimension
d=K+N-2.




On montre sans difficulté particuliére que le gramien g = x"%

est diagonal en utilisant le fait que le gramien des m-1 dérivées
d'un vecteur de R™ paramétré comme §™1 est diagonal. Les
résultats sont alors remarquablement simples puisque :

kg =1/2 [+[detg =Vol(S"™") Vol(s*™). (6)
Cu
et ky =—(K=1)(N-=1) k. o)

Le report de (6) et (7) dans (5) amene :

-si2
=F(%F‘@<§>“‘+N--”'2[1-(K—2><N-2>”1-

La loi conjointe exacte [6, p.107] des valeurs propres d'une
matrice Wy(K,I) peut s'écrire, & un terme exponentiel prés,
comme un polyndme en A, ... En ne retenant de ce polyndme
que les deux termes de plus haut degré, on vérifie que
l'intégration de cette loi pour A, —> +e= conduit 2 la méme
relation.

P(Apm > 5)

4. Fausse alarme de la formation de voies

On consideére une antenne & N capteurs, de géométrie quelconque.
L'origine du repére cartésien (Oxyz) est choisie au centre de
phase du réseau, c'est-a-dire telle que

N
dr(n)=0,

n=1

oli r(n) est la position du capteur n. A la longueur d'onde 4, le
vecteur source normé a un s'éerit :

d= (exp(iZﬂgT[(n) IA)/N,n= 1..N),
ol ¥ =[cosBsin y sinOsiny cos !//]T, 0, y étant les angles
de gisement et de site respectivement.

La probabilité de fausse alarme d'un détecteur effectuant une
formation de voies est :

K
Pfa(s) =P (sup d' Y x,x} d>Ks), (8)
Vo k=1

ol les x, sont des vecteurs aléatoires complexes circulaires,
indépendants, gaussiens, centrés et de matrice de covariance
I'identité, le bruit étant supposé décorrélé de capteur a capteur.

En interprétant la formation de voies comme une projection, la
relation (5) permet de calculer la probabilité de fausse alarme de
ce détecteur. On passe du cas complexe au cas réel en notant que
le projecteur complexe dd' peut étre représenté de fagon
équivalente par le projecteur réel uu” +yvT avec

Re(d) -3m(d)
o [Sm@)] o =[ Re(d) ]
Onpose U=I®u, V=IQ®y et O=UUT+VvVT, puis :
x =42 [Re(x]) Smx])... Re(x}) Smx}) 1.
Alors Exx™ = L, x et le probleme (8) est équivalent a :
Pfa(s) = P(slix';; \Tx* > 2Ks),

la dépendance en (8, y) du projecteur étant omise dans la
notation.

iy

Probabilité de fausse alarme. On appellera cas 2D le cas
général ol gisement et site interviennent dans la formation de
voies, et cas 1D celui ol un seul des paramétres est pris en
compte. Le projecteur IT est de rang 2K. La variété C, est
donc de dimension d =2K +1 dans le cas 2D et d = 2K dans le
cas 1D. Tout point x de la variété vérifie x =[U V]g ol a
est paramétré comme la sphere unité de R*¥ . Si le calcul du
volume de la variété k; ne pose pas de probléme, celui du terme
k, est plus fastidieux. Le résultat est cependant d'une grande
simplicité puisque I'on obtient tout calcul fait [5] :

Pfa;p(s)= JE_II"(IS (Ks)* "% exp(~Ks) f1dg1d0, ©
Pfayp(s)= ﬂrl( o (K" exp(=K) 1~ (K = 1)/ (K9)

(10$)
xjj,/deta(c_i,,,c_iw) dody.

Les intégrales restant & calculer dans ces expressions ne
dépendent que de la géométrie de I'antenne et sont directement
liées a sa limite de Rayleigh [5].

Application. Prenons une antenne linéaire & pas constant le
long de I'axe (Ox). La distance intercapteurs est d. Le module au
carré du vecteur source vaut alors :

ld 1> =@2nd / A)* sin® 6 (N2 -1)/12.
L'intégration sur [0, 7] et le report du résultat dans (9) améne :

2
Pfa(s) = 12“2/1?) %,/ N 3‘1 (KsYXV2 exp(=Ks). (1)

La figure 1 permet de comparer la probabilité de fausse alarme
prévue par (11) a celle mesurée dans les conditions suivantes :
N=8, K=100.et d=A/2.

Antenne cylindrique. L'antenne est composée d'un empilement
de L antennes circulaires de rayon R comportant chacune M

capteurs équirépartis. L'axe du cylindre est orienté selon (Oz),
chaque antenne circulaire étant coplanaire a (Oxy). La distance
entre chaque cercle est d.

En posant a=(27R/ A)2 /2 et b=(2nd | A)*(I2 -1)/12, les
produits scalaires des dérivées du vecteur source s'écrivent :

lé9I2=asin2 v, I(_iu,lz=acos2 l,l/+bsin2 Y et d_};d_w =0,

2nn

d'od Jj1/detG(ée,t_iW)d6dy/=27t 1,
00

avec I=a+—b———-arcsinw/1—alb si a<b,
\bla-1
I=a+—1\/_—lz—b—/—argth\/1—b/a si a>b,
-bla

et I=2a si a=b.
La probabilité de fausse alarme est alors donnée par :

21

K -— —_— —
K (Ks)* exp(—Ks)[1- (K -4)/ (Ks)]. (12)

Pfa(s) =




Enprenant L=3, M =5, K=100, d=1/2 et 47R=AM,
I'intégrale I vaut approximativement [ =~ 8.2. La fausse alarme
correspondante est représentée figure 2.

Les prévisions théoriques et les simulations sont en excellent
accord. A titre de comparaison la loi marginale représentée sur
les deux figures sous-estime la probabilité de fausse alarme d'un
facteur 100 environ.

5. Probabilité de détection

On suppose que sous H; l'observation s'écrit x =s+5 ol §
est un signal déterministe imparfaitement connu dont la
dépendance en le vecteur de paramétres 6 est omise dans la
notation. Le bruit est blanc, gaussien, centré, de variance unité.
On définit le rapport signal & bruit § comme le rapport entre
I'énergie du signal et la puissance moyenne du bruit, soit
& =1s1%. La probabilité de détection est définie par :

Pd(s)=P (sup (8) > 5), ob f(8) =Ty I".

Si le rapport signal a bruit est suffisamment fort, la fonction
f(8) atteint son sup pour @ proche de 8. Dans le cas ou §
est réduit a un scalaire, en remplagant f par son développement
quadratique on obtient :

IO
277(60)

ol f(6;) suit un 12(5), k étant le rang du projecteur et 6 le
paramétre de décentrage. De plus on montre sans difficulté
particulire que, a fort RSB, f'(8,)=2s'Ijb et
f7(6y)=—-2sTII?s. En premiére approximation f”(8,) se
comporte donc comme une constante vis-a-vis de f'(6,), et le
terme —[f'(6,)]% / 2£”(6,) suit une loi du 7. Si 8 est un
vecteur d'ordre p, ce résultat se généralise a un Zﬁ- On montre
enfin qu'en premiére approximation les variables aléatoires
f(8y) et f'(6,) sont indépendantes. La probabilité de
détection vaut donc :

sgpf(0)=f(90)—

Pd(s)=P( 2, ,(8)>s),

k étant le rang du projecteur, p le nombre de paramétres qui
l'indexent et & le rapport signal a bruit.

Essais. On consideére le probleéme de la détection d'une
fréquence amortie. Le détecteur du maximum de vraisemblance
consiste 4 projeter l'observation dans une famille de sous-
espaces engendrés par le modéle de signal s(n)=p”" cos(wn)
pour n=0...N—-1. Le signal choisi correspond a
so(n)=pg cos(wyn+ W) avec y,=0.7, @,=27x0.18,
Po=0.96 et N =64. L'amortissement p décrit l'intervalle
[0.8,1] par pas de 0.01 et la pulsation w [l'intervalle
[2n/N,m—2m/ N]. Les FFT sont calculées sur 2 048 points.
Le nombre de tirages aléatoires est de 5 000. Les résultats sont
représentés figure 3, le seuil étant réglé pour une Pfa de 1073,

6. Conclusion

Des formules approchées donnant la probabilité de fausse alarme
en fonction du seuil et la probabilité de détection en fonction du
rapport signal & bruit ont été établies pour une classe de
détecteurs du sup. Elles permettent notamment d'évaluer les
performances de la formation de voies et d'un détecteur d'un
signal déterministe imparfaitement connu.
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