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Le sujet traité dans cette communication est celui de la dé-
tection et de ’estimation de variations brusques éventuelles
dans les paramétres d’un signal bruité a fréquence polyno-
miale. Dans ce cas, un test de rapport de vraisemblance
généralisé exact (GLR) ne peut étre effectué, le systéme
conduisant aux estimés par maximum de vraisemblance
des parametres étant non linéaire. Les solutions utilisées en
général consistent i dériver un GLR sur sur le signal consi-
déré stationnaire par morceaux ou de surveiller les para-
métres estimés. Denx approches pour résoudre ce probleme
sont proposées: la premidére consiste a dériver un test de
rapport. de vraisernhlanee a partir de {a phase instantanée
du signal, la seconde est. une alternative a la précédente et
consiste a approximer le test du rapport de vraisernblance
généralisé & partir du modeéle exact. Une comparaison des
performances suivant e rapport signal & bruit et Pordre du
polyndme est réalisée,

1. Pocition du probléme

Le probleme traité dans cette communication est celui
de la détection et de P'estimation éventuelle de variations
brusques dans un signal A fréquence polynomiale.

Le modele du signal est:

Yo = Aexp(j(ao + a1n 4 ...+ a,nP)) + by, (1)

n=20,...,.N—1c¢ecth, est un bruit blanc Gaussien com-
plexe, de movenne nnlle ot de variance o2, Le vecteur de pa-
ramétres choisi est # = (ag,ay,...,a,)T. L’occurrence d’un
saut dans @ a un instant 7 inconnu peut s’exprimer sous la
forme classique du test d’hypotheses:

Ho: 60=8=(d),d},....a0) n=0...k, (2

i, - { 6=0,= (ag,a?,...,ag) n=0...r— l,(3)
6 =46 =(a,a,...,a;,) n=r.. .k,
k étant Uinstant de caleul, allant de 0 A N — 1.

Le vectenr de paramdtres avant rupture 8y est supposé
connu, le vecteur de parameétres aprés rupture 67 ct Pins-
tant de rupture r sont inconnus et doivent étre estimés. Si
P’on choisit de s’orienter vers nn test de rapport de vraisem-
blance généralisé entre les probabilités conditionnelles du
signal sous chaque hypothése, r et 8, doivent étre estimés

par maxiium de vraisemblance (MV).

The problem is the detection and the estimation of abrupt
changes in a noisy polynomial phase signal. In this case, an
exact Generalized Likelihood Ratio (GLR) test cannot be
achieved, the system leading to the Maximum Likelihood
Estimates (MLE) of the parameters being non linear. The
usual solutions are to derive a GLR assuming the signal
piece-wise stationary or to supervise estimated parameters
of the chirp. We proposc two solutions taking into account
both slow and fast nonstationarities of the signal. The first
consists in a GLR derived from a signal phase model ap-
proximation. The second keeps the exact model and uses
an approximation af the LR. A performance comparison is
leaded following the signal to noise ratio and the polyno-
mial order.

Le systéme aboutissant anx estimées par MV de r et 6,
est non linéaire, c’est pourquoi nous proposons deux solu-
tions pour contourner cette difficulté. La premiére est de
dériver un test de rapport de vraisemblance & partir d’un
modéle simplifié du signal, la seconde est une alternative a
la précédente et consiste a approximer le test du rapport
de vraisemblance généralis¢ a partir dn modele exact. Notre
propos sera, en particulier, de comparer les performances
des 2 algorithmes obtenus sur une large classe de signaux.

2. Rapport de vraisemblance généralisé i partir
d’un modéle simplifié

Sous la condition d’un rapport signal & bruit, A%/c?,
suffisamment. grand, il a été prouvé [3] que le modele (1)
peut étre approximé par:

Yn = Aexp(jlao + arn+ ...+ apn? + u,)), (4)

n=20...,N—1cet u, est un bruit blanc Gaussien de
moyenne nulle et de variance ¢2/2A%. Si on appelle ¥,
la phase du signal (1), le rapport de vraisemblance L, (k,r)
entre Hg et 1T, peut étre alors éerit i partir de ¥,. Soit, &
I"instant k: '
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(5)

k=0..N~1,r=0...k,v,=(1,n.n%...,n")T. 0 est
Pestimé par MV de 8 et est donné par le systéme suivant:

Yo % 2 So.u
b 2 - El,d)
! P Hl = . s (6)
S Sppt Tap Ly
k k
Y= Zn], i = Z'(/)nnj. (7)
n=r n=r

A Pinstant k, la détection a lieu lorsqne la maximisation
par rapport a 7 donne un résultat supéricur a un seuil a
fixer:

H,
>
k—r.’):lg'?'(fk[ll(k’r)]io/\ (8)

Si ’hypothése IT; est décidée, I'instant de rupture r et
et le vecteur de parameétres @1 estimés correspondants sont
retenus. Tl est important de noter que la maximisation par
rapport. & r se fait sur une fenétre de longueur L finic et pas
depuis le début dn signal, ceci pour éviter des tableaux de
valeurs de dimension croissante.

Cette solution nécessite Pextraction de la phase dn signal
et ceci sonleve an moins 2 difficultés:

— Pour obtenir nne estimation correcte de la phase du
signal, il est nécessaire de tenir compte de sa périodi-
cité et de son origine de maniére & la développer dans
le temps. La phase instantanée doit varier assez lente-
ment pour étre développer de maniére correcte.

= Si la rupture dans la phase instantanée du signal est
supérieure a une période (27), clle sera considérée comme
un saut du a la période de la phase.

1l est. possible de contonrner ces problémes en travaillant.
directement. sur la phase réduite (entre —m et 7 ) et en utili-
sant des estimées circulaires de movennes, de variances de la
phase, ..., [2]. On peut alors remplacer le rapport. de vrai-
semblance «linéaires (9) par un rapport de vraisemblance
«circulaire»:

Le(k,r) =

= Izem(](v/’ —,61))|-

2/1? k
77| 2 exel

On perd évidemment la linéarité du rapport de vraisem-
blance et on retrouve alors le probleme de ’estimation par
MV de 6,.

— v, 60))l,

3. Rapport de vraisemblance approximé & partir
du modéle exact

A partir du modele exact (1), un rapport de vraisem-
blance approximé appelé «approche locale», [1], pent. étre
dérivé sous I’hvpothése d’une relation entre le vecteur de
paramétres avant ot aprés rupture. Si ’on fait ’hypothése
d’une relation lindaire: ' = 8%+ Ac ol e = (co,c1y.--y0p)T
est le vecteur direction de changement, Papproximation au
premier ordre du rapport de vraiscimnblance est:

La(k) = AY T (0)e,
A" (6) =

(8log pg(u)/Dao, dlogpg(y)/day, . .., 0log pg(y)/da,)

pg(y) étant la loi de probabilité conditionnelle de
y= (yO) Y1y vy ?/.'\"—l)'

En utilisant I'indépendance entre le signal et le brnit et
apres calcul, on montre que:

Lg(l\‘) = ]()((10)(.’0 + l] ((l] )Cl + ...+ lp(ap)cp; (9)

avec:
94 K
li(a;) = —= ] 4 .. apn”))).
= 2:: n-exp(ilan +ain+ ...+ a,n’)))
(10)
La détection a lieu lorsque La{k) dépasse un seuil a fixer:
H1
La(k) 2 A (11)
Ifo

Une écrifure asymptotique du détecteur aprés rupture
permet d’estitmer le saut sur le résultat du détecteur dans
le cas d’un saut sur la phase initiale ou sur la fréquence.En
effet, sous I'iypothése d’un fort rapport signal & bruit, on
peut facilement démontrer que pour & < r—1, La(k) = 0 et
pour k > r:
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(12)

n? sin(n-i(ng -

n=r

lifay) = a;)).

Dans le cas d’un saut sur la phase initiale, le résultat
du détecteur est directement proportionnel au sinus dn saut
de phase. Dans le cas d’un saut de fréquence |, le résultat
est une somme de stnusoides de fréquence égale au sant de
fréquence modnlée en amplitude. On peut donc estimer le
saut sur le résultat par moindres carrés par exemple.

4. Résultats expérimentaux

Afin d’illustrer le comportement. des algorithmes, nous
proposons d’observer les résnltats obtenns sur un signal bruité
dont les caractéristiques sont:

6o = (0.0311,0.6912,0.001,0.0001),

8, = (0.0314,0.6912,0.001,0.00001), r = 33, N = 60.
Le rapport signal & bruit est de 10d73. Le résultat de la
maximisation de Ly (k, r) par rapport & r et Ly(k) fonctions
de k sont donnés sur la fig. (1).

Les 2 détecteurs augmentent rapidement & partir de 1’échan-
tillon 33. Ly (k. #) ’est pas nul avant la rnpture, ceci est du &
2 causes principales: Papproximation Gaussienne de la phase




développée du signal et la maximisation sur r qui s’cffectue
sur une fenétre de longuenr M limitée et non pas depuis le
début du signal. Lo(k) présente une forme sinusoidale qui se
justifie par Pexpression (12) (cs = ~1):

k

o
.—)-

Iz(az)es = — Slll’ "3 u - (Ié)) (13)

Lo(k) =

n=r
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FIG. 1 - Résultats des détecteurs. maxe_arpi<r<k In (k7).
Lo(k).

5. Etude des performances

En détection classigue, Pétude théorique des performan-
ces consiste & déterminer la probabilité de défection, Pd, et
la probabilité de fansse alarme, P fa, relatives au détecteur,
le probleme étant le choix du seuil A qui fixe la probabhilité
de fausse alarme quelque soit le rapport signal a brnit.

Les expressions analytiques de P fa et de Pd fonction de
A nécessitent la connaissance de la distribution du détectenr
sous chague hypothése.

En détection séquentielle de ruptures, D’estimation des
performances devient un probléme trés délicat car 1'hvpo-
thése I1; est composite: on ne connait pas a priori le vec-
teur de parameétres aprés Tupture, d’antre part le résnltat de
Papproche locale a des propridtés statistiques uniguement
asymptotiques.

Nous nous sommes donc orientés vers une étude expéri-
mentale des performances, le senil a é1¢ fixé de la maniére
suivante:

A= 2T Z di 1, (14)

Ou T détermine Pfa et %Z;’:{IIH di_; est une estimation
de la moyenne de dy sur une fenétre de longueur L, dp étant
le résultat de chaque détecteur, (8), (11} et ¢ le nombre
d’échantillons de garde.

Il est important de noter que les courbes P fa fonetion
de T sont superposées, quelque soit le rapport signal i bruit,
pour les classes de signaux envisagées.

Dans le cas de la détection séquenticlle | les performances
s’expriment en terme de retard A la détection, Pd(r). Nous
nous intéressons en particulier & 2 probabilités: la proba-
bilité que le retard & la détection soit minimal et égal A 1
échantillon, Pdy, et la probabilité que le retard & la détection
soit supérieur & 1 et inférieur a 10, Pds.

LTav

Les performances sont estimées ponr 2 classes de signaux
C, et Cy dont los caractéristiques sont données dans les ta-

bleaux (1) et (2):

E<r k>r
an 0.0314 0.0314
a; 0.6912 0.6912
o 0.001 as ~ 14(.001,.01)
as 0 0
rsh(dB3)  0,5,10,15,20 0,5,10,15,20
TaB. 1 - C1
k<r k>r
ag 0.0314 0.0314
ay 0.6912 0.6912
as 0.001 0.001
as 0.0002 az ~ 140001, .0002)
rsh(dB)  0,5.10.15,20 0,5,10,15,20
TAB. 2 - Cz
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FiG. 2- Ddtecteur 1, Pdl fonction de P fa pour €y

Au regard des résultats, on peut faire les remarques com-
munes aux 2 délecteurs suivantes:

— Le nombre de réalisations de bruit. utilisées est de 500,
les probahilités trés faibles de fausse alarme sont. donc
mal estimées, voire pas estimées,

~ Les conrbes de Pd2 fonction de P fa présentent un
maximum (figs. 3, 5). En dessons de la valeur de Pfa
corresponciante, Pfa est trop laible pour qu’il y est
détection. retardée ou pas; au dessus de cette valeur,
il n’y a pas de retard & la détection, le maximum se
décalant vers les valeurs faibles de P fa lorsque le rsb
augmente.

Le retard & la défection est plus faible pour le détecteur 1
que pour le détecteur 2 (figs. 2, 4, 6, 7). Les performances ne
semblent pas éire trés dépendantes de ordre du polynéme
mémesi il est difficile de comparer Pampleur des sauts dans
chaque classe,
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Fig. 3 - Détectcur 1, Pd2 fonction de Pfa pour C,
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Fi1G. 4 - Détecteur 2, Pdl fonction de Pfa pour C,

6. Conclusion

Deux solutions issues du rapport de vraisemblance ont
été proposées pour détecter et estimer un saut dans nn ou
plusieurs parameétres d’un signal bruité de fréquence polyno-
miale. Ce probleme est particuliérement délicat et rarement
investigué car il s’agit de détecter des ruptures dans un si-
gnal qui est déja, par structure, non stationnaire lent. Une
étude complete des algorithmes nécessite d’étudier les per-
formances sur d’antres types de ruptures (saut comhiné sur
plusieurs paramétres par exemple), on peut cependant noter
les bonnes performances obtenues sur les classes de signaux
considérées.

7. Références

[1] R. B Davies. Asymptotic Inference in Stationary Gaus-
sian Time-Series. Advanced Applied Probability, (5):469-
497, 1973.

(2] B.C. Lovell, P.J. Kootsookos, and R.C. Williamson. The
Circular Nature of Discrete-Time Frequency Esfimates.
In IELE International Coaference on Acoustics. Specch
and Signal Processing, pages 3369-3372, 1991.

[3] S.A. Tretter. Estimating the Frequency of a Noisy Sinu-
soid by Linear Regression. [EEE Transactions on Infor-
mation Theory, 31(6):832-835, November 1985.

F1G. 5 - Détecteur 2, Pd2 fonction de Pfa pour C;

0.2

0.1’-
P N "

. " 2 :
[] 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
Pla

Fig. 6 - Détecteur 1, Pd1 fonction de P fa pour Cs

0.1 n " 2 L 2 2 .
0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09

Fla

Fic. 7- Détecteur 2, Pdl fonction de Pfa pour Ca



