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RESUME

La détection et l’isolation des changements brusques dans
les systémes stochastiques jouent le réle central pour
des applications telles que la segmentation de signaux
sismiques, acoustiques, vibratoires, physiologiques (EEG,
ECG, EMG,...), le contréle de la qualité, le contréle non de-
structif, la détection et la classification de cibles, la détection
de manoeuvre de la cible (trajectographie passive & partir
d’azimuts), surveillance des systémes technologiques, etc. Le
but de cet article consiste & résoudre le probléme du diag-
nostic (détection et isolation) optimal séquentiel de change-
ments brusques (ruptures) dans les systémes stochastiques.
Nous avons obtenu les bornes inférieures pour le pire re-
tard moyen de détection sur trois classes des algorithmes
séquentiels du diagnostic et, également, nous avons trouvé la
forme des algorithmes asymptotiquements optimaux. Deux
stratégies : i) séquentielle; il) non-séquentielle (avec la taille
de I’echantillon fixe) sont comparées pour le modéle gaussien
simple.

Introduction

L’article est composé de trois partie. La premiére partie est
consacrée aux méthodes classiques de la détection séquentiel
de ruptures dans les suites aléatoires [1]. Elle joue pour nous
un réle introductif, parce que le probléme de détection est
le cas particulier (ol le nombre d’hypothéses K = 2) de
probléeme général du diagnostic (ol le nombre d’hypothéses
K > 2). Nous présenterons ici une position du probléme
et une définition formelle des critéres. Ensuite, nous don-
nerons la solution optimale du probléme. Dans la deuziéme
partie, nous donnerons une position du probléme du di-
agnostic (détection et isolation) séquentiel de ruptures et,
également, la solution optimale du probléme pour trois in-
dices de performance. Nous nous appuyons principalement
sur [4, 5, 6]. Cette partie s’organise de la fagon suivante: nous
donnons une position du probléme et une définition formelle
des critéres. Ensuite, nous construisons les algorithmes de
détection/isolation de ruptures. Enfin, nous étudions les
propriétés statistiques asymptotiques de ces algorithmes et
établissons des théorémes de 'optimalité. La troisiéme partie
est consacrée a la recherche de la capacité des deux stratégies
de détection/isolation : séquentielle et non-séquentielle (avec
la taille de I’echantillon fixe). Nous examinons dans cette
partie la comparaison entre deux stratégies ci-dessus dans le
cas du modéle gaussien simple [7].

ABSTRACT

Statistical algorithms for detecting and isolating abrupt
changes in the properties of signals and systems have nu-
merous applications such as : segmentation of seismic, acous-
tique, biomedical (EEG, ECG, EMG,...) signals; quality con-
trol; non-destructive control; target detection and classifica-
tion; target maneuver detection in the bearing only track-
ing; on-line fault diagnosis in complex technical systems,
etc . We address the problem of optimal sequential abrupt
change detection and isolation in stochastic systems. Three
different criteria of optimality for this problem are estab-
lished and three classes of change detection/isolation algo-
rithms are introduced. An asymptotically optimal solution
to the problem is obtained, the change detection/isolatiqn
algorithm is proposed, and the statistical properties of this
algorithm are investigated. The comparison between sequen-
tial and non-sequential approaches in the problem of change
detection /isolation is given for a simple Gaussian model.

1. Détection séquentiel de ruptures

Position du probléme. Supposons une famille de
distributions P = {F;,i = 0,1} (3 K = 2 membres), dont
les densités sont {p;,7 = 0,1}. Supposerons que, pour cette
famille de distributions, I’inégalite suivante est vraie

0<P10=/;D11n§"1“dll<00 (1)
0

Soit (Y3):>1 une suite aléatoire indépendante observée
séquentiellement :

P, s1
L(¥2) :{ P(1) si

L’instant tg de la rupture est inconnu. Le probléme consiste
& détecter la rupture dans la suite (¥;):»1 dans les plus brefs
délais. Les algorithmes de détection de ruptures doivent
calculer l'instant N de détection de la rupture (I'instant
d’arrét).

Retard de détection. Si la rupture est détectée
aprés Dinstant ¢o (N > %o est vrai), alors le retard de
détection de la rupture est

t <ty
t>1g

T=N—ty+1 | N >t
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Fausse alarme. Au contraire, si les ruptures sur-
venant dans la distribution P sont détectées avant D’instant
to (N < to est vrai), il s’agit alors de fausses alarmes, qui
se caractérisent de la fagon suivante. Soient les observations
(Y:)i>1 suivantes de la distribution Py. Définissons le pre-
mier 1nstant de fausse alarme

N | Y,...,Yy~P.
Le critére d’optimalité doit favoriser la rapidité de détection
avec peu de fausses alarmes. En d’autres termes, le re-
tard 7 avec N > 1y devrait étre stochastiquement faible et
N | Y1,..., Yy ~ Py devrait étre stochastiquement grand.
La solution optimale est un compromis entre ces deux exi-
gences.

Définition formelle des critéres. Soient Ptl0 la dis-
tribution des observations Yi,...,Y;,, ..., Y;, lorsque ¢, =
1,2,... et E,l0 Vespérance mathématique découlant de Ptl0 et
Pl = P;. En conséquence, le retard moyen de détection est
donné par

s 70N
t05}l>-~~;1to-—1) \2)

v

= 1 1
T = E,,O(}‘v’ — iy + 1|1nvr

Dans des nombreux cas pratiques, il est utile de dis-
poser d’un algorithme qui soit indépendant de la distribu-
tion de I'instant ¢y et de la “trajectoire” de l’echantillon
d’observations Y7,...,Y;,_1. 1l est évident, que le retard
moyen de détection défini en (2) est une fonction de ¢y et
de la “trajectoire” de la suite Y3,...,Y;,—1. C’est pour cela
que nous utilisons le critére minimaz, initialement introduit
par Lorden [3]. Nous voulons que le pire retard moyen de
détection

7' = sup esssup E}O(N —to+ 1N > 10, 71,...,Ys-1) (3)
toZl

soit aussi faible que possible pour une valeur
T = Eg(N) (4)

donnée a priori, de durée moyenne avant une fausse alarme.

Solution du probléme. Si nous devons détecter un
changement dans la suite (¥;)s>1, la solution classique op-
timale & ce probléme est constituée par Palgorithme de la
Somme Cumulée (CUSUM) proposé par Page [8]. Celui-ci
est fondé sur la comparaison 4 chaque instant de la différence
entre la valeur du rapport de vraisemblance et sa valeur min-
imale courante :

1 : k ¢ ¢ E : p1(¥s)
51 021;3 S 1?1? %( t Ser S ; " ;

avec un seil A donné. Autrement dit, I’algorithme CUSUM
s’arréte & Dinstant N si, pour une valeur ¥ < N les
observations Yj,...,Yg sont significatives pour permettre
d’accepter ’hypothése sur le changement :

—: ) :
N=imf{t>1: 1?1?%{t5k > h}. (5)

Les principaux résultats sont énoncés dans les théorémes ci-
dessous [3].

Théoréme 1 Soit N lalgorithme de détection (5). Il en
résulte!

—

nT —
T~ — lorsque T — o0
P10

lymaz e y=a2(1+o0(1)) lorsque z — oo.

Théoréme 2 Soit K, = {N : Eo(N) > v} la classe de tous
les algorithmes séquentiels de détection N satisfaisant &
Iinégalité Eq (N) > . Supposons que K. n’est pas vide.
Définissons la borne inférieure n(y) comme Uinf. du pire
retard moyen de détection dans la classe K.y :

n(r) = jnf {7’}

Il vient

1
n(y) ~ a7 lorsque v — oo.
P1o

Corollaire 1 L’algorithme de détection (5) est asympto-
tiguement optimal sur la classe K.,.

2. Diagnostic séquentiel de ruptures

Position du probléme. Le probléme du diagnos-
tic (détection et isolation) séquentiel des ruptures peut étre
représenté de la fagon suivante. Supposons qu’il existe une
famille finie (3 X > 2 membres) de distributions P =
{P;, i=0,...,K -1} (3 K > 2 membrcs), dont lcs densités
sont {p;, i =0,...,K — 1}. Dans le cas paramétrique nous
supposons que P = { Py, § € Q}, ol 2 = UiK:_Ol 6;:, QCRT,
et nous notons py(Y') la densité de cette famille. Supposons
que, pour cette famille de distributions, I'inégalite suivante
est vraie

0<pz-j=/pz-1n§?du<oo,os¢¢j51<—1, (6)
J

Soit (Y3):>1 une suite aléatoire indépendante observée
séquentiellement :

h s
an={ 7 3

L’instant ¢ et le numéro [ de la rupture sont inconnus. Le
probleme consiste & détecter et isoler la rupture survenue
dans . En d’autres termes, il nous faut déterminer le type
de la rupture (numéro {) dans les plus brefs délais. Les algo-
rithmes de détection /isolation de rupture doivent calculer
un couple (N, v) sur la base des observations Y1, Ys,...,ou N
est 'instant de détection/isolation de la rupture de type v et
la valeur de v, v = 1,..., K — 1 représente la décision finale.
Autrement dit, & I'instant N, ’hypothése H, : {6 =6, } est
acceptée.

t <tip
t>1

Retard de détection/isolation. Si la rupture est
détectée/isolée aprés I'instant to (N > 4y est vrai), alors le
retard de détection/isolation de la rupture de type [ est

nm=N—tg+1 I NZto.

Au contraire, si les changements survenant dans 6 sont
détectés avant I'instant 1, ou si la décision finale est fausse
(v # 1), il S’agit alors de fausses alarmes ou d’isolations er-
ronées, qui se caractérisent de la fagon suivante :

Fausses alarmes. Soient les observations (Y;)i>1
suivantes de la distribution Py et la suite d’instants d’alarme

No:0<N1<N2<"'<Nr<"',

dans laguelle N, est Dlinstant d’alarme de D’algorithme
de détection/isolation appliqué & Yn,_,+1, YN, 42, -
Définissons le premier instant de fausse alarme N?=7 de type
j dans cette suite :

N”zj:ir;t;{Nr o =g), 1<ji< K -1,

ou inf{@} = co.



Isolations erronées. Pour éviter toute incertitude
quant aux conditions initiales, posons ¢y = 1. En d’autres
termes nous faisons ’hypothése que les observations (Y;)i>1
suivantes de la distribution P, [ > 1. Définissons le premier
instant d’isolations erronée N”=7 de type j dans cette suite :

N’/=j:ir>1fl{Nr:Vr:j}) 1§]¢l§1{—1
r—

Comme nous ’avons déja dit, le critére d’optimalité doit fa-
voriser la rapidité de détection/isolation, avec peu de fausses
alarmes. En d’autres termes, le retard m = N — iy + 1
avec N > to devrait étre stochastiquement faible pour tout
l=1,...,K -1, et N*7 = inf,51{N; v, = j} de-
vrait étre stochastiquement grand pour chaque combinaison
de numéros j # I. La solution optimale est un compromis
entre ces deux exigences contradictoires.

Définition formelle des critéres.

Critere A. Considérons le critére minimaz suiv-

ant. Nous voulons que le pire retard moyen de
délection/isolation :
= sup  esssup Ej (N —to+ 1[N > to, vie~h (1)

to>1,1<I<K -1

soit aussi faible que possible dans la classe

min min

. v=j >
OSiflff—llgj;éigK—lEl (v )—7} (8)

Ky = {(N,u):

ol ¥ est une valeur minimale, donnée a priori, des durées
moyennes avant une fausse alarme ou une isolation erronée.

Critére B. Nous voulons que le pire retard moyen de
détection/isolation (7) soit aussi faible que possible dans la
classe

B = {0 mip B0 F) 200e )

<K

min min  E; (N":J) > ¥ i}
1<K -11<j#i<K -1
ofl ¢ 5 est une valeur minimale, donnée a priori, des durées
moyennes avant une fausse alarme et 4;; est une valeur min-
imale, donnée @ priori, des durées moyennes avant une iso-
lation erronée.

Critére C. Nous voulons que le pire retard moyen de
détection/isolation (7) soit aussi faible que possible dans la
classe

Kys = (10)

. ; v=j
{(N,V) : 1S§%1§—1E0 (N"=7) > 1ra

max max
1<K —11<j#<K -1

Piv=j+#19< ﬁfi}
ot fBr; est une valeur maximale donnée a priori des proba-
bilités de prise d’une isolation erronée.

Solution du probléme. 1’idée qui vient d’éire ex-
posée (voir l» premiére partie) peut, au prix de quelques
modificatic= étre globalement exploitée pour détecter et
isoler une rupture de type ! dans la suite (¥7)i»>1. Main-
tenant, nous disposons d’un certain nombre d’hypotheéses al-
ternatives Hi, ..., Hk—1. Introduisons Iinstant d’arrét suiv-
ant [4, b, 6]:

N =min{N?,..., N1} (11)

et la décision finale

7 = argmin{N?,..., NX~1}, (12)

de Dalgorithme de détection/isolation. En conséquence,
instant d’arrét N ! correspond & I’hypotheése H;. Définissons
N? par la formule suivante :

YR v
N' = %Iéle (k) (13)
o o i : ter N b
N'(k) = 1nf{t2k.ogj;r}1sr}<_l[5k(l,]) hij] 20},
t
s = YomE

1=k p]()/z)

Propriétés statistiques. Les principaux résultats
sont énoncés dans les théorémes ci-dessous [4, 5, 6].

Théoréme 3 (Critére B) Soit (N, ). 'algorithme (11) -
(13) et les seuils hy; sont donnés par

by — hg st I=1,...,K—-1etj=0
U= h stog,l

=1, K—letj#1 (14)

Alors
7~ max InTy 5 ] InTg 3
1 pro ) MIM<irI<K—1 Plj (15)
_ Ty, InTy;
7~ max{ —ia =i
P
- — Tt
lorsque Tgo,T5i — 0o, =— = consi,
Tt
o Pia = min <<k -1 P50

p{ i:minlsng_l min15j¢1SK_1 Pij, Tf a est une valeur min-
imale donnée des durées moyennes avant une fausse alarme,
T est une valeur minimale donnée des durées moyennes
avant une isolation erronée.

Corollaire 2 (Critére A) Soit (N,7) lalgorithme (11) -
(18) et hy; = h. Alors :

T~ _ InT
{ miNog <K —1 Pl

= InT
o~

(16)

lorsque T — 0o,

ot p* = mim<i<x—1MiNogjrI<K-1p15, 1 est une valeur
minimale donnée des durées moyennes avant une fausse
alarme ou une isolation erronée.

Théoréme 4 (Critére C) Soit (N,¥) lalgorithme (11) -
(13) et les seuils hij sont donnés dans (14). Alors :

— —. -1
= ~ maxd 2lfa _ n(7i67)
l pro  ? MinygiAI<K—1 PIj

o~ max{———f—alnf ———ln(?‘.ﬁf_il)}

(17)
p{- a ’ Pr g
lorsque Tt o — 00, Br; — 0, T¢aBri = const.

Théoréme de l'optimalité. Les principaux
résultats sont énoncés dans les théorémes ci-dessous [4, 5, 6].

Théoréme 5 (Critére B) Considérons la classe Koy (9).
Supposons que K., n'est pas vide. Définissons la borne
inférieure n(y) comme Uinf. du pire retard moyen de
détection dans la classe Koy. Avec Uinégalité (6), il vient

Invra hl’)’fi}
Pia  Pfi

(18)

)

n(Yra, i) ~ maX{

Y a
lorsque ¥ a,75; — 00, —— = const.
Y
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Corollaire 3 (Critére B)
L’algorithme de détection/isolation (11) - (13) est asymp-
totiquement optimal sur la classe K.

Corollaire 4 (Critére A) Considérons la classe K.,(8).
Alors

1
n(y) ~ —E*l, lorsque v — oo.

L’algorithme de détection/isolation (11) - (13) avec hy; = h
est asymptotiquement optimal sur la classe K.

Théoréme 6 (Critére C) Considérons la classe K,5(10).
Supposons que Kys n’est pas vide. Définissons la borne
inférieure n(y) comme Uinf. du pire retard moyen de
détection dans la classe Ky3. Avec Uinégalité (6), il vient

i -1
(¥t , B 1) ~ max {ln ;Yf 2 In [n(¥t a, Br )55 ] } (19)

Pt a p?l

lorsque yra — 00, Bri =0, yrabri = const.
Corollaire 5 (Critére C)

L’algorithme de détection/isolation (11) - (13) est asymp-
totiquement optimal sur la classe Kg.

3. Comparaison entre deux stratégies

Modele.
enne :

Soit (¥3)s>1 une suite indépendante gaussi-

. N(QQ,O'ZI) si t <ty
C(Yi)_{ NG, o) si 1>t

onY; € RE-1 4, =0,6f =(0,...,0,6,0,...,0) et § > 0,0°
sont des valeurs connues.

Stratégie non-séquentielle du diagnostic. Le
principe de l’algorithme non-séquentiel (avec la taille de
Pechantiilon fixe) repose sur I’idée du test d’hypothéses mul-
tiples (K -slippage problem) [2]. Introduisons 'instant d’arrét
et la décision finale suivants [7]

W = inf {nm : Sy 2 A} (20)
7= arglsrlré%g{_lS(n_l)m_*_l(l,O) (21)

ol S7' = maxigick-1 SP(1,0), SP(1,0) = ik, In 2o,
po(u)=gmexp 5}

Théoréme 7 Soit (N, V) lalgorithme du diagnostic (20) -
(21). Il en résulte :

. o?(z — y)? o2 (z—y)?
o {i-p-e@it-e @} ¥

1,

= @ (n)=he [ e T da.

= o V= Jame
o K-
62 {1-[1—a @)}

Tra <Tri<Tri,
ou )
- o*(z —y)*

Tei = .
TS - o)) - () °

Beo < Bri < Brs,
g _2@L-0EIN-dE@)
- e@I-e@)] T
1—[1 - ()
(K- {1-1-2@-e @7}

Bfi:

Comparaison. Considérons le cas K = 2. Le pire
retard moyen de détection de ’algorithme non-séquentiel est
défini par I’équation asymptotique suivante [7]

;. InT _
Thoo ~ QW quand T~ oo,
ou p(8) = %. Considérons le critére A et le cas général

(K > 2). Pour l'algorithme non-séquentiel I'inégalite suiv-
ante est vrale :

. 02($_y)2 02(16—3/)2
TR S o) R
R Gl )
T 2 50

et donc a lieu I'inégalite suivante asymptotique :
(N, 7)

Soit (N,7) linstant d’arrét et la décision finale de
Palgorithme séquentiel (11) - (13) et les seuils h;; = h. La
valeur minimale de la “distance” Kullback-Leibler pour le

modéle ci-dessus est donné par p* = p(8) = 2—‘5;2— Alors

(N,D) © Theg~ T quand T — oo.

: =2 p(é)
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