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RESUME

Dans cet article, nous montrons que ’approche qui con-
siste & utiliser un filtre de Volterra pour inverser un canal
modélisé par un filtre de Volterra souléve des difficultés.
Les limitations que nous soulignons concernent non seule-
ment la structure de filtre de Volterra, mais aussi son op-
timisation suivant, le critére de minimisation de l'erreur
quadratique entre sa sortie et le symbole désiré. Nous don-
nons ainsi des conditions sur la constellation des entrées
du canal pour qu’un égaliseur optimal unique existe.

1. INTRODUCTION

Lors de la transmission d’un message numérique dans un
canal & bande limitée et/ou dispersif, le message émis subit
des perturbations. Ces perturbations peuvent étre de deux
natures : un bruit additif et des interférences entre les
symboles (IES). L’égalisation d’un canal de transmission
est une technique couramment utilisée pour éliminer les
IES qui viennent perturber la réception du message émis.
L’égalisation est souvent réalisée par un filtre linéaire trans-
verse optimisé suivant le critére de lerreur quadratique
moyenne minimale (EQMM) entre le message émis, dj, et la
sortie de 1’égaliseur, z;, Figure 1. Cependant, dans le cas
d’un canal linéaire bruité ou dans le cas d’un canal linéaire &
phase non minimale, I’égaliseur optimal défini comme celui
qui minimise la probabilité d’erreur entre le message émis,
dr et le message estimé, dj est non linéaire, [1].

Par ailleurs, dans certains systémes de communications
comme les systémes de communications par satellites, les
effets du canal sur le message émis sont non linéaires du
fait de Dutilisation d’amplificateurs fonctionnant prés de
leur zone de saturation. Ces non linéarités sont souvent
modélisées par une série de Volterra, [2]. Un filtre linéaire
ne permet pas d’égaliser un tel canal. L’approche la plus
simple pour égaliser un canal de Volterra consiste & rem-
placer 1’égaliseur linéaire par un filtre de Volterra, [3].

Dans la section 2, nous posons le contexte de 1’étude.
En section 3, nous discutons les limites de I’égaliseur
de Volterra transverse et de ses extensions dérivées de
I’annulation d’IES [4]. Puis, nous traitons en section 4
les problémes liés a Poptimisation de 1’égaliseur suivant le
critere EQMM. En section 5, nous illustrons notre propos
par des simulations. Enfin, en section 6, nous concluons sur
I’étude.

ABSTRACT

The aim of the present paper is to point out the limits of
Volterra filters used to perform the equalization of nonlinear
channels modeled by a Volterra filter. We investigate not
only the structure of the Volterra transversal equalizer but
also its optimization under the criterion of the minimisation
of the mean square error between its output and the desired
symbol. So we give conditions on the constellation of the
channel input in order that an unique optimal equalizer
exists.

2. CONTEXTE

Soit le schéma de la Figure 1, les symboles émis dj, apparti-
ennent & un alphabet fini & valeurs complexes et sont statis-
tiquement indépendants. Le canal noté H est modélisé par
un filtre de Volterra d’ordre pg. La sortie du canal, zj est
donnée par I’équation :

PH +o +oo
a:k:Z Z Z hn(mly--wmn)dk-—ml---dk—mn (1)
n=1m;=0 my,=0
ol hn(mi,...,my,) est le noyau de Volterra d’ordre n.
Le bruit additif, 8,, en sortie du canal est supposé blanc,
gaussien, centré et de variance o7. Le role de I’égaliseur est
de construire une fonction Q telle que pour un canal non
bruité, Q[H[dx]] = di.
Notre discussion sera illustrée par des exemples ou des
simulations qui considéreront un canal appelé canal LN
(Linéaire-Nonlinéaire) composé de la cascade d’un filtre
linéaire H, et d’une non linéarité sans mémoire N. La
sortie, s;, du filire Hy est donnée par s; = di + hidp_1
et la nonlinéarité N a pour caractéristique entrée-sortie
N[Sk] = = S + as%.

3. L’EGALISEUR DE VOLTERRA
TRANSVERSE

La premiere approche pour égaliser un canal, H, modélisé
par un filtre de Volterra d’ordre pg, est de remplacer le
traditionnel égaliseur linéaire transverse par un filtre de
Volterra transverse, Q, d’ordre pg.

Cette approche souléeve trois problémes majeurs. Le pre-
mier est que la relation non linéaire entrée-sortie du canal
n’étant pas toujours bijective, un inverse n’existe pas tou-
jours. De plus, si cet inverse existe, il n’est pas toujours
développable en série polynomiale sur tout ’intervalle de
définition de ses entrées. Enfin, Putilisation d’un filtre de
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Volterra d’ordre fini, pg, pour estimer l'inverse du canal
implique une troncature de lordre et de la mémoire de
Pinverse.
Dans un premier temps, nous avons considéré que Q
réalisait linverse d’ordre pg du canal, H. Schetzen [5]
d&finit I'inverse d’ordre pg d’un systéme de Volterra, H,
comme le systéme de Volterra d’ordre pg qui mis en cas-
cade avec H réalise un systéme de Volterra dont le noyau
linéaire est réduit au Dirac en zéro et les noyaux d’ordre 2
a pg sont nuls.
Un tel systéme utilisé comme égaliseur d’un canal non
bruité donnerait en sortie de 1’égaliseur, le symbole émis,
dg, plus un reste, ry, ne comprenant que des mondmes en
A . dy
k—m, k—
pq est défini sur tout 'intervalle de définition de ses entrées.
Cependant, le reste ne s’annule, lorsque pg tends vers
I'infini, que si les entrées du canal sont dans un inter-
valle d’amplitude fini. Cet intervalle correspond & celui ou
Pinverse est développable en série de Volterra.
Soit deux canaux LN avec Ay = 0.5 et a = 0.1 pour le
premier et @ = 0.3 pour le second. lls possédent un unique
inverse pour le cas d’une entrée MAQ-4. Cependant, pour
le premier, 'inverse est développable en série de Volterra
pour le cas de cette entrée alors que pour le second, son
inverse ne ’est pas. Ainsi, sur la Figure 2, pour le premier
canal, la variance du reste r; tend vers zéro lorsque pg
augmente alors que, pour le second canal, elle augmente.
Nous avons ensuite considéré que 1’égaliseur était un filtre
de Volterra d’ordre pg transverse optimisé suivant le critére
EQMM. Nous montrons que cet égaliseur est différent de
I'inverse d’ordre pg en abscence de bruit [4]. Sa sortie
peut néammoins s’écrire comme la somme du symbole émis,
dy et d’un reste r;. Ce reste, r, ne s’annule comme
précédemment que pour un intervalle de définition de ses
entrées restreint. Néammoins, cet égaliseur demeure une
meilleure solution au probléme comparé a l'inverse d’ordre
pg puisqu’il minimise Perreur quadratique en sortie qui
n’est autre que la variance du reste. Nous pouvons voir
sur la Figure 2 ce résultat. Cependant, méme si ce reste est
plus petit, il ne s’annule pas lorsque I'ordre pg tends vers
I'infini, pour le cas du second canal.
Dans les deux cas, la présence perturbatrice du reste
rend Papproche filtre de Volterra transverse pour réaliser
I’égalisation peut prommetteuse.
Ceci nous conduit & introduire d’autres structures
d’égalisation de type annulation des IES schématisée sur
la Figure 3. Ces structures sont développées plus en détail
dans [4]. Nous montrons que le probléme crucial de ces
structures est celui des décisions préalables sur les symboles
pour pouvoir estimer les restes r; ou 7.

’ L0t 3 ” )
m; d’ordre supérieur a pg. L’inverse d’ordre

4. OPTIMISATION DE L’EGALISEUR EQMM

Nous supposons que 1’égaliseur transverse est un filtre de
Volterra d’ordre pg et de mémoire M optimisé suivant le
critere EQMM et que le canal est un filtre de Volterra
d’ordre pgy et de mémoire N. Le filtre de Volterra est non
linéaire par rapport i ses entrées mais lindaire par rapport
a ses coefficients. Ainsi, la sortie de 1’égaliseur de Volterra,
Q, d’ordre pg et de mémoire M est donnée par ’équation

vectorielle : T
7 =Q Yy (2)
<

. i s ~ ) in

ol Y est constitué des mondmes Y YRl a1 .0
i,eenim < g, 0< i1+ ... +inm < po et @ des coefficients
du filtre.

Par conséquent, DVoptimum est solution des mémes
équations normales que dans le cas de I’égaliseur linéaire :

RyQ"=p (3)

ou Ry = E[YkYL], p = E[d} Y], 1 signifie transconjugué.
Ry est une matrice constituée des moments de y; de ’ordre
2 jusqu’a Pordre 2pg. Au vu de I’équation (3), P’existence
et I'unicité de Poptimum, Qop:, passe par le caractére in-
versible ou non de la matrice Ry . C’est ce que nous discu-
tons dans la suite.

4.1. Inversibilité des matrices de moments

Théoréme 1 Soit y une variable aléatoire compleze, le
vecteur Y = [y y? ... y?]T et Ry la matrice E[YY'].

Ry est mversible sst la variable aléatoire y est discréte et
prend ayw moins p valeurs distinctes non nulles. Dans le
cas ot Ry est non inversible, le rang de Ry est égal au
nombre de valeurs non nulles que prend y.

Preuve. Nous étendons un des résultats de [6] au cas de
variables aléatoires complexes et sans terme constant dans
Y. Nous donnons aussi la valeur du rang de Ry .

En appliquant la méme méthodologie que dans [6], on arrive
a: Ry est non inversible ssi 3Q # 0,Q € €?/K;(y) =
QTY "2 0 ou p.s. signifie presque slirement.

Ki(y) étant un polyndme en y de degré au plus égal & p, 3
coefficients complexes non tous nuls, puisque Q # 0, mals
sans terme constant, la variable aléatoire y prend au plus
(p — 1) valeurs complexes distinctes non nulles ainsi que la
valeur 0. Ry est donc inversible ssi y prend au moins p
valeurs complexes distinctes non nulles.

Siy prend ¢ valeurs non nulles avec 0 < ¢ < p, alors Ry est
non inversible. Notons Y le vecteur [yy?...y?7 et Ry la
matrice E[YYT]. Ry est inversible d’aprés ce qui précéde
et son rang est donc égal & ¢. Comme y prend ¢ valeurs
distinctes non nulles alors :

q
QO a )yl y™ 2 09, 5) > 0 (4)
1=0

ou les o (g # 0 et g # 0) sont les coefficients du poly-
nome dont les zéros sont les ¢ valeurs de y.
La (g + 7)éme ligne de Ry est composée des termes :

E[y(qﬂ')y*]’ E[y(qﬂ')y*?]} e E[y(qﬂ’)y*p] (5)

D’aprés I’équation (4), la (¢ -+ j)éme ligne de Ry est une
combinaison linéaire des ¢ précédentes donc des ¢ premiéres
lignes. De méme, la (¢+ j)éme colonne de Ry est une com-
binaison linéaire des ¢ premiéres colonnes. Par conséquent,
le rang de Ry est égal & celui de Ry, soit g. <

Théoréme 2 Soit {yr} un processus aléatoire composé de
variables aléatoires complezes dicrétes, indépendantes et
identiquement distribuées. On note Yy, le vecleur com-
posé des mondmes yi! ... yMy .y, 0 < iy,iy < p, 0 <

i14...+inm <p et Ry la matrice E[YkYL].

Ry est inversible ssi le processus aléatowre {y;} prend au
moins (p+ 1) valeurs complezes distinctes. St Ry n’est pas
inversible, le rang de Ry est supérieur ou égal au coefficient
de 2P dans (1 — z)~(MID(1 - z)M (1 — 2P+1) — 1 01 ¢ est
le nombre de valeurs que prend yx.

Dans un premier temps, nous avons établi la propriété suiv-
ante qui est une extension de celle énoncée dans [6].

Propriééé : Soit 1, ..., Ty, unesuite de variables aléatoires
telles que E[z}* ... z!»] = E[2']... E[z»] pour 0 < i; < 2py,

m



e 0 < im < 2pm et i1 +...+im < 2p et R la matrice E[X X )
ol X est construit & partir des monémes ' ...zim pour
0<4i1<p1,..  0<4m < Ppm, 0< 51 +...+im < p. La matrice R
est inversible ssi toute variable aléatoire z; prend au moins
(p: + 1) valeurs complexes distinctes.

Cette propriété se distingue de celle de [6] par le fait que
les variables aléatoires, z; sont complexes et qu’il n’y a pas
de terme constant dans X.

La démonstration du théoréme 2 découle de I’application de

cette propriété aucas p;y = ... =pm =pet vy =y, 22 =
Ye-1,. 1 &m = Ye—_M+1-

Pour déterminer le rang de Ry, on applique cette propriété
pourp; = ... =pm =g—letzi =y, T2 = Yp—1,. .., 2m =

Yr-Ma1 O g est le nombre de valeurs que prend y;. La
matrice R ainsi construite est inversible et est contenue
dans Ry. Le rang de Ry est donc au moins égal au rang de
R. Aprés un calcul combinatoire [7], on trouve que le rang
de R est égal au coefficient de zP dans (1 — z)~(M+1(1 —
gHM(1 — 2Pt - 1.

4.2. Application au cas de ’égalisation

Plagons nous dans le cas ou le canal n’est pas bruité.

1" cas : M =1

Proposition 1 L’égaliseur EQMM optimal de Volterra
d’ordre pg et sans mémoire existe et est unique sst Uentreée

du canal, di, prend au moins [(pq)%] valeurs distinctes

telles que Uentrée de U'égaliseur prenne au moins pg valeurs
distinctes ([.] indique la partie entiére).

Preuve. En appliquant le théoréme 1, il vient que y; doit
prendre au moins pg valeurs distinctes non nulles. {y;}
étant la sortie du canal de mémoire N et d’entrée {d}},
il faut et il suffit que dy prenne ¢ valeurs distinctes avec
q> (pQ)ﬁ et g entier choisies de maniére & avoir pg valeurs
distinctes en entrée de I’égaliseur.

28me cas: M > 1

Le processus aléatoire, {y}, est la sortie du canal de
mémoire N dont les entrées sont indépendantes. {yx} est
donc en général composé de variables aléatoires qui ne sont

pas indépendantes. Le théoréme 2 n’est donc pas applica-
ble.

On note Dy, le vecteur composé
des mondmes d}} ...d;c’fj/}"_‘]\}“, 0 < i1yeerirggn—1 < PHPQ,

O0<u+...+ipmiN—1 S PHPQ

Proposition 2 Si la mairice Rp = E[’DkDL] est in-
versible alors la matrice Ry est inversible.

Comme pour la preuve du théoréme 1, si la matrice Ry est
non inversible alors 3Q # 0, tel que Ka(yx) = Q7Y "= 0.
Ko(yr) peut étre interprété comme la sortie d’un filtre Q
de Volterra d’ordre pg, de mémoire M et d’entrée, {yi}.
Or yg est la sortie du canal d’ordre py, de mémoire N et
d’entreée {dy}. Ka(yx) est donc aussi la sortie de la cascade
P=(H,Q) qui est un filtre de Volterra d’ordre pgpg, de
mémoire M + N — 1 et d’entrée {dr}. On a donc aussi
K(yi) = PTDy. Schetzen [5] nous permet de déterminer
le vecteur P en fonction des vecteurs H et Q. On vérifie
facilement que @ # 0 implique que P # 0 si Imo, b1 (mo) #
0. Ainsi, si la matrice Ry est non inversible alors il existe
un vecteur non nul, P, tel que PTD, *2 0. La matrice
Rp est donc non inversible. <&
Des résultats semblables ont été récemment publiés [8].

Proposition 3 Si le processus aléatoire, {dy}, prend au
moins (pupo-+1) valeurs complezes distinctes alors 1l existe
un égaliseur EQMM de Volterra d’ordre pg et de mémotre
M optimal unique.

Preuwve. D’aprés le théoréme 2, puisque les variables
aléatoires {di} sont indépendantes, la matrice Rp est in-
versible ssi {d;} prend au moins (pupg + 1) valeurs dis-
tinctes. La proposition 2 donne donc la conclusion. o
La réciproque de la proposition 3 est en géneral fausse.
On le vérifie en prenant par exemple le cas d’un canal de
Volterra d’ordre 2 sans mémoire y; = h1(0)di + h2(0, 0)d2
et le cas d’un égaliseur d’ordre 2 et de memoire 2. Comme
le canal est sans mémoire, les variables aléatoires y; sont
indépendantes. Le théoréme 2 s’applique donc et Ry est
inversible ssi y; prend au moins 3 valeurs distinctes (y1,
Y2, y3). 1l est alors facile de voir que, pour que I’égaliseur
EQMM optimal existe de maniére unique, il suffit que di
prenne aussi 3 valeurs distinctes telles que y1, y2 et y3 soient
distinctes, (d;, da, d3). En effet, il suffit que dy, dy et d3
vérifient les conditions suivantes :

h1(0)
hy (0, 0)

di+d; #— i #dj, 14,5 <3, i# 7 (8)
La réciproque de la proposition 3 nous aurait donné : il
faut que dp prenne au moins 5 valeurs distinctes pour que
Iégaliseur EQMM optimal existe et soit unique.

Dans la pratique, le signal 4 ’entrée de 1’égaliseur est bruité
ce qui rend la matrice des moments inversible. Cepen-
dant, les résultats établis ici sont importants puisqu’ils
déterminent des conditions sur la vitesse de convergence des
algorithmes adaptatifs. En effet, il est connu qu’un mau-
vais conditionnement de la matrice des moments a entrée
du filtre adaptatif ralentit la convergence.

5. SIMULATIONS

Les simulations ont été réalisées sur le canal LN (h; = 0.5-
a = 0.1) et avec un égaliseur de Volterra d’ordre 3 et de
mémoire 3.
On s’est intéressé A trois types de constellation pour les
entrées du canal:

o constellation a4 2 niveaux : 1 +7et —1 — 1,

o constellation & 4 niveaux : 144, 1—4, —1—7et =144,

o constellation & 8 niveaux : V2¢7,0< n < T.
L’adaptation de ’égaliseur vers l’optimum est réalisée par
l’algorithme du LMS. Cet algorithme est tout & fait appro-
prié puisqu’un filtre de Volterra est linéaire par rapport 3
ses coefficients.

Dans le cas du canal non bruité, la proposition 3 nous per-
met de conclure que si dp prend au moins 5 valeurs com-
plexes distinctes alors I’égaliseur EQMM optimal existe de
maniére unique. Il n’y aura donc aucun probléme de con-
vergence de I'algorithme LMS.

La proposition 3 nous donne donc un nombre de niveaux
pour la constellation d’entrée du canal au dessus duquel
on est sir de ne pas avoir de probleme de convergence.
Ainsi, pour la constellation & 8 niveaux, ’égaliseur optimal
existe de maniére unique et il n’y a pas de probleme de
convergence, Figure 4. Les simulations montrent aussi que
pour la constellation & 4 niveaux, la matrice des moments
en entrée de 1’égaliseur Ry est encore inversible. Ceci ne
contredit pas la proposition 3. Le conditionnement de Ry
est d’environ 80. L’algorithme LMS converge au bout de
5000 symboles d’apprentissage, Figure 4.
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Pour la constellation 4 2 niveaux, les simulations montrent
que la matrice Ry est non inversible. Il y a plusieurs
égaliseurs optimaux solutions. L’algorithme LMS converge
vers la solution la plus proche de son initialisation. Comme
on le voit sur la Figure 4, ’algorithme LMS n’a tou-
jours pas fini de converger au bout de 100000 symboles
d’apprentissage.

On rajoute un bruit blanc gaussien de variance o = 0.1.
Pour une constellation & 2 niveaux, Ry devient inversible;
mais son conditionnement reste important, de 1’ordre de
1400 alors que pour la constellation & 4 niveaux, le con-
ditionnement de Ry est de ’ordre de 90. C’est pourquoi,
Palgorithme LMS ne converge qu’au bout de 10000 sym-
boles d’apprentissage, Figure 4.

Le taux d’erreur par symbole (TES) est estimé sur une
séquence d’entrée d’environ 10000 symboles. II est mesuré
en sortie du canal et en sortie de I’égaliseur pour la constel-
lation d’entrée & 8 niveaux.

Dans le cas non bruité, le TES en sortie du canal vaut
0.4685 et en sortie de l’egahseur il est nul. L’égaliseur joue
donc un réle 1mportant dans ce cas. Pour le cas bruité (¢ =
0.1, rapport signal & bruit en sortie du canal 14.5dB), le
TES en sortie du canal vaut 0.4469 et en sortie de ’égaliseur
0.1691. L’amélioration n’est pas importante.

6. CONCLUSION

L’égaliseur transverse de Volterra n’est pas une bonne so-
lution au probléme de ’égalisation de canaux non linéaires
en ce sens que sa structure ne lui permet pas d’approximer
de maniére générale I'inverse d’un canal non linéaire et que
lors de son adaptation peuvent apparaitre des problémes
d’existence et d’unicité d’une solution optimale. Nos
recherches se tournent actuellement vers ’utilisation de
réseaux de neurones qui nous laissent penser qu’ils seront
de meilleurs approximateurs de 1’inverse du canal.
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Figure 1: égaliseur EQMM
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