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RESUME

Le modele multiplicatif traité ici concerne les si-
nusoides modulées en amplitude par un processus
linéaire. Cet article présente des résultats de con-
vergence et de normalité asymptotique des estima-
teurs des cumulants et des paramétres du modéle.
Pour l’estimation de la fréquence porteuse, nous
comparons deux approches, l'une paramétrique
basée sur la représentation ARMA du modéle,
l’autre non paramétrique basée sur les statistiques
d’ordre supérieur.

1. INTRODUCTION

Dans certains contextes, par exemple en radar, so-
nar, acoustique et en général a chaque fois que
Pinformation recherchée se trouve dans la réflexion
d’une onde sur un obstacle, I’hypothese d’un bruit
additif devient insuffisante pour un bonne modélisa-
tion du signal. Des études expérimentales ont prou-
vé la nécessité d’introduire des modeles & bruit
multiplicatif. Dans cette optique, on présente ici
le modele suivant:

z, = y; cos(wt + @), t=1,..,.T7 (1)

ol 0 <w<m ¢ € [0,2rr) et {y} représente les
fluctuations de 'amplitude de la sinusoide qu’on
suppose stationnaires centrées et assez réguliéres
pour étre modélisables par un processus linéaire :

o0
Y = Z ¢j€t—j
j=—00
{e:} étant une suite de variables aléatoires cent-
rées, indépendantes, identiquement distribuées et
a cumulants, de tout ordre, supposés finis et {t;}
est une suite absolument sommable.
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ABSTRACT

The multiplicative model considered here incorpo-
rates amplitude modulation of sinusoides by a lin-
ear process. Convergence results and asymptotic
normality of cumulants and model parameters es-
timators are obtained. For the carrier frequency
estimation, the paper presents a comparison be-
tween a parametric approach based on the ARMA
representation of the model and a non-parametric
approach based on higher order statistics.

2. STATISTIQUES DE CUMULANTS

Du fait de la non stationnarité du signal, on définit
les moments M, x(.) et cumulants Cj x(.) non con-
ventionnels suivants : pour 7= ('rk,l, very Tk,k_l),

Mon(z) = Jim éE{'ﬁz(twk,r)}, @)

r=0
ou Tkp = 0 et E désigne 'opérateur espérance
mathématique. Il est facile de montrer que les

limites (2) existent pour le modéle (1). Les esti-
mateurs de ces moments, & partir de la séquence
X = (z1,...,27)", sont donnés par les moyennes
temporelles suivantes:

Tosw) = 3 {kffma ndfs @)

=Tm+1 Lr=0

ou T, = — mm Tk €6 Ty = MAX Ty Les pro-
priétés d’ergodlmte et de normahte asymptotique
relatives & ces statistiques sont résumées dans la

proposition suivante.
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Proposition 1 :
i) ergodicité

Mor(ze) 5 Mok(n)
u) le vecteur VT (M, ( k1 (Tkl) Mg k1 (Ti1), -

M:c Icn(Tkn) -
gaussien
Preyve : voir appendice

La proposition 1 est valable pour une large classe
de signaux {y;:} qui vérifient la condition suivante:
pour k =2,3,...

M, kn(‘rkn)) est asymptothuement

o

Z ICk,y(Tl,---,

T1yeeyTh—1=—00

Tk—l)l < 0

ot les Cy,(.) désignent les camulants d’ordre k du
processus {y:} . Cette hypothese implique que des

observations bien séparées dans le temps tendent

a étre indépendantes statistiquement. La classe
de signaux remplissant cette hypothese contient la
plupart des signaux rencontrés en pratique, en par-
ticulier les processus linéaires.

En utilisant des formules trigonométriques stan-
dard, on montre que les moments et cumulants
d’ordre impair du signal {z;} sont nuls. Ainsi dans
la suite, nous allons uniquement nous intéresser
aux cumulants suivants:

1

=1,(1) = §ry(7') COSWT

& [Custr) +72(0)]

cos 2wt + i {Cy,4(7’ )+ 72T )] (4)

Ca:,2 (T) = M$,2 (T)

Cya(T) = Cpa(0,7,7) =

Proposition 2 :

7’) La Séquence \/T('F:c(o) - 7':1:(0), ey 'Fm(p) - 'rm(p))l
suit asymptotiquement une loi normale de matrice
de covariance ¥ donnée par : pour m,n = 0,1, ..., p,

B(m,n) = ¥ {§Cyalm,—c,n—5)
¢=—00
[2 cos mw cos nw + cos(m — n + 2¢)w]|+

o (S)re(m — n + <) + 1o (m + ¢)re(n — ¢)+
scos(m +nYw 1y (¢)ry(m —n +¢)+

scos(m —n)w Ty(m +<)ry(n —<)}

zz) La sequence \/—( Cz,4(0) — Cz4(0), .. CA'“(p)
C’M (p))’ suit asymptotiquement une loi normale de
matrice de covariance:

I = ENE

ou II est la matrice de covariance asymptotique de

VT(My4(0), ..., My 4(D),7(0), ..., Fx(p))’

donnée par :

lim T cov {Mm(m), M\M(n)} = i'f
T-—o0 §=—00
[M:z:,S(Oa m,m,s,S, ¢ +n,¢ + n)_

Mm,4(m)Mz,4(n)]
Ilim T cov sz,;(m), Fm(n)} = 3
[Mm,G(Oa m,m,¢,< + 'I’L) - M-’E,4 (m)rz (n)]
Tlim T cov{rz(m),7z(n)} = L(m,n)

et E est la matrice jacobienne (p+1) x2(p+1) de
la transformation moments-cumulants :

10 0 —6rg(0) .. 0
E: - . . E
'—47'x(p)

3. ESTIMATION DES PARAMETRES

3.1. Approche non paramétrique

Si le processus {y;} est gaussien alors, I'usage des

cumulants C; 4(7) transforme le probléme d’un bruit
multiplicatif en un probléme classique d’une si-

nusoide noyée dans un bruit additif gaussien. En

effet, quand T est assez grand, on peut écrire :

Cra(r) = §T§(0) cos 2wT + Zri(,,-) +ef (5)

ol le vecteur (eg, ...,e;{), qui représente les er-

reurs d’estimation, suit, d’apres les résultats sur
les distributions asymptotiques des estimateurs des
cumulants, une loi normale centrée ayant T’
comme matrice de covariance. En supposant que
w < /2 pour éviter le phénomene de repliement,
le spectre associé a ces cumulants non convention-
nels est :

Coa) = 3 Cualr)e™
- 116 r2(0){8(\ — 2w) + 6(A + 2u)}
+ZTF {r2(n)} (6)

ou TF désigne la transformée de Fourier. Par consé-
quent, pour estimer la fréquence w, on applique
I’une des nombreuses techniques d’estimation spec-
trale. Cette méthode reste valable si le signal {z:}
est aussi noyé dans un bruit additif gaussien
indépendant de {y;}.



3.2. Approche paramétrique

Supposons maintenant que le processus {y;} soit

un ARMA(p, q) :

P q
Y + Z Cplt—k = E¢ + Z diet—k (7)
k=1 k=1

Le spectre S, (.) associé & la fonction d’autocovarian-
ce non conventionnelle définie précédemment est
un spectre ARMA(2p, p+q) [1]{3] dont le polynéme
autorégressif est A(z) = C(ze™°)C(ze79°). Le
bruit blanc associé n’est plus une séquencei.i.d.. La
résolution des équations de Yule-Walker modifiées
donne l'estimateur @ de a= (a, ..., agp) suivant :

a=R;'7%, (8)
ol
T, = :
72(3p + q)

Soient maintenant {uxe*™}, _, p les 2p racines
de A(z) et {ukeiﬁk}k_l celles de A(z). Un es-

timateur de la frequence w peut étre donné par le
barycentre des fréquences AR estimées [1]:

Z ©)
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Proposition 3

L’estimateur @ est consistant et vT(& — w) suit
asymptotiquement une loi normale centrée de vari-
ance 0% donnée par (11)

Preuve, Puisque la variance de l'estimateur 7(.)
est inversement proportionnelle & T, alors, asymp-
totiquement, on peut écrire [4]:

VT(@ —-a) = —VT R;}(7y
B{VT [(?_m —15) + (Re = Ro)al } + 0, (/VT)

En utilisant la proposition 1, le vecteur vT'(@— a)
suit asymptotiquement une loi normale de moyenne
nulle et de matrice de covariance :

~R,a)  (10)

F=R;'PR;

o7
ot les éléments de la matrice P sont donnés par [4]
P(k,l) =T(1 &)Zu(l &)

et olt la matrice X = {Z(|k — 1|, [l — 31} }i joo, . 2p -
La matrice jacobienne, qu’on va noter K, liant le
vecteur g et le vecteur fréquences w = (wi,.. wp)'
est calculée dans [4][5][1]. Finalement, on a

1

2
%G T 7 (L

ol 1 est un vecteur (p x
tous égaux a 1.
Remarque 1 : si {z;} est noyé dans un bruit coloré
gaussien et stationnaire, les cumulants C, 4(0, 7, 7)
sont proportionnels aux coefficients d’autocorréla-
tion[6]. Ainsi le spectre associé & ces cumulants
est le méme spectre ARM A de {z;}. Pour estimer
les parametres du modéle, on applique la méthode
précédente, en remplagant 7,(7) par C’m,4(7', T,T)

3].

4. SIMULATIONS ET COMPARAISON.

'K FK'1) (11)

1) dont les éléments sont

Nous allons comparer les 2 estimateurs, paramétri-
que et non paramétrique, de la fréquence w. En fait
la deuxiéme méthode sera hybride dans la mesure
oll une modélisation AR(s) sera effectuée sur 80%
de la séquence des cumulants C’M (7). L’estimateur
de w sera donné par la fréquence du pole le moins
amorti. Cette méthode sera notée ”algorithme 1”.
Pour ’approche paramétrique on surdétérmine les
équations de Yule-Walker (8) en prenant M > 2p
coefficients d’autocovariance[l]. Cette méthode sera
désignée par ”algorithme 2”. Les simulations com-
portent une série de 500 réalisations du modele (1)
avecw = 27 f = 2w x0.18, ¢ = 0, et y; est le proces-
sus gaussien AR(2) ayant (0.9e¥2™1) pour poles.
La figure suivante représente les erreurs quadra-
tiques moyennes (EQM) des deux estimateurs de
f en fonction de T dans le cas ou M = 100 et
s = 8.

I

EQM
3

! 300 500 800 7000 1200 300
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Pour P'estimation de la fréquence porteuse, on re-
marque une nette supériorité de 1’algorithme 1-
(gain de 30 dB). Néanmoins 'approche paramétrique
permet l’estimation des parametres du processus
{y:}, ce qui n’est pas le cas pour P’algorithme 1.

5. CONCLUSION

Pour le modéle multiplicatif considéré ici, des pro-
priétés statistiques de deux estimateurs des parame-
tres ont été étudiées. Des résultats de simulations
ont montré que I’approche “non paramétrique” est
nettement plus performante que ’approche paramé-
trique pour I’estimation de la fréquence porteuse.
Cependant, seule I’approche paramétrique permet-
tra Pestimation des parameétres de ’enveloppe {y;}.
Appendice. Pour prouver la normalité asympto-
tique conjointe des estimateurs des moments, on
montre que tous leur cumulants d’ordre supérieur
a2,

I = ’Tkl,kx—l)r--)

kn (T’Cn,].? AR Tk‘nykn_l)}

cum{ My, (Tky 1, -
M,

sont asymptotiquement nuls [2] pour tout k1, ..., k,

entiers supérieur a 1. En développant I, on obtient

1 T ki1—1
I=— Z cum{ H z(ty + Ty )
T t1yeestn=1 r=0
Kn—1
o I #(tn + ko) }
r=0

En posant t1 = t, t2 — tl = V1, .-y tn — tl = VUp-1,

vo =0,% = — min v; et ty = T— max v; , [
2 2
devient :
1 T ki—1
== Z cum{ H z(t + Ty ),
V1o Un=—T r=0

ko—1 kn—1
H .'Il(t + 'l)1+'7'k2’,.), ey H x(tn + Up1 + Tkn,'f')}
r=0 r=0
1 T k1—1
Vl,.. ,'Un‘:—T t= tt
ko—1 kn—1
H xt+v1+'rkﬂ H xt + Vpe1 + T r )}
=0 r=0

En utilisant la multilinéarité des cumulants, I s’écrit
k;i—1

ty n
Z H H cosw(t + Vi 14Tk, r + @)

t=t; i=1 r=0

1 T
L5

V1, Un=—T

k1—1
cum{ [] y(t+7x.r)
r=0
kn—1

» 1T y(tn + vn17k,,0)}

r=0

ko—1

) H y(t + U1+Tk2,1‘)
r=0

Puisque {y;} est un processus linéaire stationnaire,
alors d’aprés [2] on a :

k1~1

jeum{ T y(t + 7r,.-),
r=0

1 T

=D

V1o, Un=—T

I <|I|<

k1—1

H y t+ Ul+Tk1,
r=0

kn—1

o I 9t + vn17r, ) H

r=0
I = O(T“"'H).
On en déduit :

Cum{\/TM\m,kl(Tkhl,...,'Tkl’kl_l),..., (12)

ﬁM\x,kn(Tkn,la---aTkn,kn—l)} = O(T"™"?). (13)

Les résultats d’ergodicité et le résultat (13) pour
n = 3, ..., prouvent la normalité asymptotique.
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