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RESUME

La principale limitation des techniques traditionnelles
d’analyse spectrale haute résolution réside dans leur faible
robustesse vis—a—vis d’une méconnaissance du nombre de
sources. Une alternative consiste a reformuler le probléme
en termes de détection et d’estimation conjointes dans le
domaine de Fourier. La transformée de Fourier discrete
du signal peut s’interpréter comme un probléme inverse
mal—-posé, régularisé dans un contexte bayésien : le spectre
d’amplitudes & restaurer est modélisé par un processus
composite Bernoulli-Gaussien complexe, dont ia densité
peut étre asservie a une statistique de Fermi-Dirac.

1. INTRODUCTION

ES travaux font suite a ceux qui concernent la déconvao-

lution d’un périodogramme [1}. Ne fournissant pas
une représentation exhaustive des données (perte de I'in-
formation sur la phase, non-linéarité), le périodogramme
engendre par sa manipulation diverses approximations. Ces
travers ont motivé ’extension des principes de {1] 4 la trans-
formée de Fourier discréte (TFD), qui permet Pécriture
d’une vraisemblance naturellement optimale.

La méthode proposée pallie la principale limitation des
techniques traditionnelles d’analyse spectrale haute résolu-
tion, qu’elles soient fondées sur une décomposition en va-
leurs singuliéres de la matrice de données (Music, EspriT,
Matrix Pencil, etc.) ou sur une argumentation au sens du
maximum de vraisemblance (BRESLER), & savoir leur faible
robustesse vis-a-vis de la détermination du nombre de raies
(ou de sources en traitement spatial). D’aprés la théorie sta-
tistique de la décision [2], cette faiblesse émane de la difficile
prise en charge d’un probléeme de détection. En effet, le pa-
rameétre dont la méconnaissance dégrade les performances
des méthodes classiques est & valeurs discrétes [3]. Or les
principes sous-tendant ces différents algorithmes visent sur-
tout & atteindre une estimation optimale des caractéristi-
ques des sources plus qu’une détection optimale de leur
nombre qui discriminerait au mieux ’espace-signal de D’es-
pace-bruit. Au moment ou cette discrimination devient mal-
gré tout indispensable, des critéres de choiz et de tridoivent
étre greffés [3], mais dont Pefficacité disparait dés que le
rapport signal sur bruit descend en-dessous de quelques
décibels. Ce résultat n’est pas surprenant : la structure des
algorithmes ne refléte que trés partiellement une optimalité
globale de détection-estimation conjointes. Prise en chargs
tard, et uniquement & l'intérieur des tiches incombant &
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Pestimation, optimalité de la détection ne pourra suggérer
aucune remise en question de la structure générale des pro-
cédures. C’est pourquoi nous reformulons I’analyse de raies
pures noyées dans un bruit additif comme un probléme in-
verse dans I’espace de Fourier : celui de la déconvolution de
la transformée de Fourier discréte. Aprés régularisation di-
rectement dans Uespace cible de ’analyse, cette déconvolu-
tion s’énonce bien comme un probléme de détection et
d’estimation conjointes capable de gérer la détermina-
tion du nombre de sources.

2. FORMULATION DU PROBLEME DANS
L’ESPACE DE FOURIER

Considérons N échantillons Z[n] d’un signal complexe cir-
culaire Y'[n] issu de la superposition de p raies noyées dans
un bruit blanc gaussien complexe circulaire B[n], centré, de
variance connue o7 et indépendant de Y [n]:

Zln] = Y(nl+ Bln] = 3 Ae®™n4590 4 Bl (1)

i=1

Les fréquences réduites v; sont supposées équiréparties dans
Pintervalle [0, 1] et le probléme consiste & identifier la va-
riable discréte p (détection) et les p triplets {v;, A;, ¢;} (es-
timation) définissant chaque source.

A la différence des techniques classiques qui retiennent la
représentation temporelle ou une modélisation du signal, la
méthode proposée travaille sur une représentation différente

et duale des observations, générée par leur transformée de
Fourier (TF)

1 = L—2jmvn
z(y):ﬁnz::oZ[n]e_ T pelo, 1.
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Posant A¢ = A;e??i un calcul simple méne & Pexpression :
3 3

y(v)

P
> A Ay —v) (2)
i=1

P 1
;A,./O Wy =)o - v)dv (3

dans laquelle h(.) désigne la fonction complexe:

I

sinc (mNv)

X (4)

h(l/) — e—jm/(N——l) .

sinc (mv
L’écriture (3) de la TF des données non bruitées sous la
forme d’un produit de convolution circulaire continu fait
apparaitre la distribution de Dirac 6(.) qui traduit la nature
impulsionnelle du spectre de raies. En pratique, la TFD
des observations, qui n’est autre que z(v) évaluée aux fré-
quences discrétes &, n = 0,..., N —1, échantillonne ’axe

N
fréquentiel a la cadence Sous I hypothese de fréquences

W
discrétes v; de la forme %, une expression analogue & (3)
est alors obtenue sous la forme d’un produit de convolution

circulaire discret :

=k A - o

La k-i2me composante s[+] du vecteur complexe s est non
nulle et vaut Af uniquement s’il existe k; €[0, ..., N—1] tel
que k = k;.

La résolution naturelle de Fourier est de I’ordre de 'inverse
du nombre d’observations, soit % La franchir suggere de
discrétiser plus finement I’espace fréquentiel, dans des pro-
portions dictées par la valeur d’un facteur «. Alors pour
des fréquences discrétes v; de la forme O(i;\; = ﬁ‘; ou k; €

[0,..., Np—1], la relation (5) se généralise a:

ny Nelt b [n k } k ] 6

y[N]" :L_:O N~ Nr S[Np (6)

et s’identifie, par extension, & un produit de convolution

circulaire “généralisé”. Son écriture matricielle y = H s ex-

hibe une matrice H (N x Nf) de structure circulante-bloc,

dont le terme générique se déduit explicitement du noyau
de convolution h (4).

Afin d’alléger les notations, les quantités référencées par
k et n évolueront désormais dans les ensembles respectifs
[0,...,Ne—1] et [0,..., N—1]. Le probléme général de I’es-
timation du p-uplet {vy,...,v,} €[0, I[P & partir des seules
N observations est non—linéaire. D’autre part, la probabilité
qu’une raie coincide avec un canal issu de ’échantillonnage
fréquentiel au pas ﬁ est nulle, V. Une alternative consiste
alors 3 linéariser le probléme autour d’un ensemble fini
de canaux fréquentiels (CF) issus d’une discrétisation suf-
fisamment fine de I’espace de Fourier, de fagon & enca-
drer étroitement la solution continue. La prise en charge
d’une rale entre deux de ces canaux est assurée par un
développement limité au premier ordre du noyau de convo-
lution A. En effet, toute raie cherchée peut s’écrire sous la
forme y; = —1515—-51/; avec |dy;| < 57%,; et 0 < k; < Np—1et,
partant de (2}, les considérations précédentes menent sans
difficulté a la relation de double convolution généralisée :

Np-—-1

Z hin—k +-§ﬁ[n_ Krlkl (7

dans laquelle les seules composantes non nulles s[k;] et r[k;]
sont liées aux dérives fréquentielles dv; par

T[kz'] = (51/5 S[ki]. (8)

L’erreur liée 4 Papproximation numérique est majorée en

2 . sy ’ :
module par ¢ = %—&1—5 La version bruitée de ’équation (7)
revét la forme matricielle linéaire

z=Axz+b (9)

avec les quantités partitionnées A = {.Hl%l;i] et 2t = [st]rt]’.

Les matrices H et dd—IUI sont de méme taille (N x Np). Le
bruit b, TFD de B, est blanc gaussien complexe circulaire
N(0,02) et indépendant de @

La méthode ExpuLsE COMPLEXE inverse le mélange convo-
lutif (9) en régularisant les données dans ’espace fréquentiel.

3. DEUX NIVEAUX DE REGULARISATION

L’estimation de = a partir de z constitue un probléme mal-
posé. Les seules N observations ne suffisent pas a4 déterminer
une unique solution de taille Np (Ng > N), probléme ag-
gravé par un ordre « important. La régularisation indis-
pensable du probléme consiste ici & ajouter une informa-
tion a priori sur la nature de la solution, dont la structure
impulsionnelle peut avantageusement étre décrite par un
processus composite Bernoulli-gaussien complexe,

3.1. Régularisation BG

La modélisation BG qui a originellement été introduite et
continue d’étre exploitée dans les problémes d’échographie
de milieux stratifiés [4] [5] [6], est utilisée ici dans un tout
autre contexte [1]. Les fréquences discrétes ou la séquence
de Bernoulli prend la valeur 1 sont des raies potentielles de
Pespace-signal, & une dérive fréquentielle prés; le processus
gaussien représente, quant a lui, amplitude complexe des
raies. S’inscrivant dans un cadre bayésien, la régularisation
proposée exige la spécification des distributions de proba-
bilité de toutes les quantités mises en jeu dans (9).

En vertu des hypothéses sous—jacentes & (7), les vecteurs
r et 8 sont pilotés par une méme séquence de Bernoulli g,
de paramétre A€ [0, 1], définie par

VkZO,---,Np—lz{ Pr(glk]=1) = i‘

Prgi=0=1-1 Y

La variable conditionnée (‘s[k]|q[ 1= q) est gaussienne com-
plexe circulaire, centrée, de variance qo?. D’aprés les mémes
hypotheéses, les p derlves fréquentielles dv; sont considérées
comme une suite de variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes, indépendantes des s[k] et uniformément distri-
buées dans I’intervalle centré I = [— Zj\lfp’ s [- Alors condi-
tionnellement aux réalisations positives de Ta séquence g,

7[k] et s[k] liées par (8) sont décorrélées et la densité de pro-
babilité de (r[k]|g[k] = ¢) s’exprime par la fonction “intégra-
le exponentielle” [8]:

aNZ |s)2

Np [T®1 _
prik)qikl=1(s) = W-/; Je —or tdt (1)

prk)|glk]=0(s) = 6(s)

Cette forme analytique, lourde a manipuler, et ’approxima-
tion de la relation (7) sont autant d’arguments en faveur



d’une limitation, & ce stade, de la description statisticue
de (r[k]|q[k] = ¢) & ses moments d’ordre 1 et 2, lesquels

. 2 .
se confondent respectivement avec 0 et ¢7m=. En substi-
F

tuant ainsi & la loi de r la gaussienne de méme moyenne
et méme variance, le processus BG complexe utilisé s’ex-
prime comme un processus composite blanc de parameétres
(A, %), constitué de variables indépendantes. La densité
As interpréte comme la probabilité moyenne d’occurence
d’une raie dans un intervalle I centré sur l’'une quelconque
des N fréquences discrétes. Elle est allouée au centre (i.e.
le canal fréquentiel) de ’intervalle susceptible d’accueuillir
au plus une raie.

En toute rigueur, la donnée du jeu d’hyperparameéires
(A, 02) suffit & énoncer clairement le probléme dans un cadre
bayésien. Jusqu’ici, la compacité A est supposée constante
sur 1’étendue de la bande fréquentielle [0, 1{. Nous propo-
sons de la faire varier d’un canal & I'autre en conférant au
processus de Bernoulli une nature non-uniforme.

3.2. Régularisation stochastique

Les a—1 canaux fréquentiels introduits entre deux ca-
naux naturels (CN) distants de & sont “dégénérés” au sens
ot1, sans hypothése supplémentaire, ils n’améliorent pas la
résolution naturelle de la TFD. Lever cette dégénérescence,
donc améliorer la résolution de I’analyse, suppose de con;ec-
turer la forme du spectre estimé sur I’ensemble des canaux.
Cette levée est traditionnellement obtenue par “prolonge-
ment temporel” du signal en dehors de I’horizon des N
points observés, prolongement en général issu d’une modéli-
sation du processus originel. La levée proposée ici intervient
directement dans ’espace de Fourier: elle consiste & ajou-
ter de ’information sur les canaux dégénérés, compatible
bien entendu avec celle déja disponible et inhérente aux ca-
naux naturels de I’analyse harmonique. Pour ce faire, un
paralléle est fait avec la mécanique quantique et la phy-
sique statistique. Entre deux cN adjacents, les réalisations
potentielles du processus de Bernoulli sont considérées com-
me des fermions a distribuer sur o —1 canaux dégénérés.
Les régles de cette distribution (plusieurs réalisations pos-
sibles entre deux CN et au plus une par CF) justifient le
choix de fermions. La résolution [7] de ce probléme com-
binatoire requiert la maximisation de I’entropie statisticque
du systéme en milieu ouvert (en cohérence avec 1’absence
d’hypothése sur le nombre de particules & répartir) sous une
seule contrainte d’ordre énergétique liée au périodogramme
7. La méthode des multiplicateurs de Lagrange conduit
alors & une statistique de Fermi-Dirac de paramsétres (g, 6)
qui munit chaque CF d’une probabilité d’occupation a prior:
selon
1
Tikl-6

14+e 7

e (12)

A (p, 8) fixé, la régularisation stochastique permet en outre
de définir un ensemble de 4 CF (y < Np) plus probables
que d’autres par comparaison de A a un seuil minimal. L'ex-
ploration de cette partition P plutét que la totalité des cF
réduit la complexité calculatoire de la méthode.

4. DETECTION-ESTIMATION BAYESIENNES

La restauration d’un processus BG est une opéralion
de détection-estimation conjointes qui peut s’organiser en

(S 2v)

deux taches séquentielles : la premiére est dédiée a la détec-
tion de la séquence de Bernoulli g par optimisation d’un
critére de vraisemblance approprié, la seconde concerne 1’es-
timation de @ & ’aide des formules classiques en environ-
nement linéaire et gaussien. Différentes stratégies sont pro-
posées en déconvolution BG et les meilleurs résultats sem-
blent subordonnés au choix d’une détection fondée sur pne
vraisemblance marginale a posteriori pour g, associée 4 ine
estimation de @ par mazimum a posteriori (MAP) :

g = argmaxp(g|z) = arg maxp(z|q) Pr(q)
Z = argmaxp(z|q, z) = arg maxp(z|q, z)p(x, q)

La détection équivaut a4 maximiser le critére

Co(e) = —In|B(q)|-="B(9)7 'z

+ > A+ Y In(1-2A (13)

keQ k€Qo

B(q) =E{z2'} = AR(q)A" + o2 I
o’diag {g} 0
ou;{ R(q) = o2 3t
s (Q) 0 l—z‘ﬁgdlag{q}
Qq ={k/qlk] =g, g =00ul}

La maximisation exacte de Cp(g) sur P qui requiert son
évaluation pour les 27 configurations possibles de g est pro-
hibitive. Aussi nous inspirons-nous des algorithmes utilisés
en sismique [4] [5] fondés sur la technique SMLR de maxi-
misation sous-optimale, initialement introduite par Kor-
MYLO et MENDEL [6]. Celle-ci repose sur le procédé itératif
suivant : partant d’une séquence initiale g,, le critére est
calculé sur un voisinage de g, dont tous les éléments g,
different de g, uniquement au site k. Le faible coiit calcu-
latoire de cette exploration lié & une relation simple entre
Cp(gx) et Cp(qq) justifie une telle approche :

(14)

Cp (o) + ubVi©OF ' Viug (15)

INENREE

Colay) =

(e = g [k] — go [k] = £1
O =N + VLDV,
o? 0
avec: e I: 0 01‘2’ ] (16)
D= A" (B(g))™"
u=A"(B(q))’
L Vk = [ UOk 'l?k ] ;’Uk[l] :5[]6-—1].

La séquence qui maximise le critére est alors retenue comme
séquence initiale de I'itération suivante moyennant les rela-
tions de mise & jour des quantités auxiliaires:

Dy, = Do-D,V0;'ViD, (17
wp = wo— DoVi®r ' Viug. (18)

L’estimation MAP de @ qui repose sur la linéarité de (9) et
la normalité de (x|q) se déduit des calculs précédents:

& =R(q)A'B(@) "= (19)

Or par définition & 2 [3°[7°)¢ et les p £ T, G[k] com-
posantes non nulles de chacune de ses partitions § et 7,
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sélectionnées par @: = {I’c\,,z =1,... ,ﬁ}, permettent d’es-

timer les p dérives fréquentielles au sens des moindres carrés
selon :

—~ _ Re(#)Re(8) + Im (7) Im(5;)
611,' = |§\|2 .

(20)

En posant E[n] h(% —%),n=0,... N =1, alors il

vient Vi=1,..., p:
N,
F - 9 (21)

La procédure SMLR est initialisée sur une séquence nulle.
Une forme synthétique sera trouvée dans [4] [5]; la den-
sité du processus de Bernoulli y est supposée constante.
A constante, la forme sigmoidale du seuil de probabilité
au-dela duquel toute raie positionnée au site k& augmente
la valeur du critére Cp se rapproche de (12); elle justifie a
posteriori la démarche inhérente 4 la régularisation stochas-
tique. En effet, (15) et (16) meénent & 1/ {1 + exp(exwo k)}
olt wok = uEVkOI;lViuo ~In T%g {®|}. Cependant, 3
la différence de (12) qui fige le seuil de détection, celui-ci
s’adapte aux itérations du SMLR.

La régularisation proposée associée & la parfaite connais-
sance de 'opérateur de convolution complexe A explique
une trés bonne acuité de I’analyse et sa grande robustesse.
La figure 1 exhibe un gain en terme de performances d’esti-
mation comparativement & la méthode ESPRIT et un décro-
chement plus bas en rapport signal sur bruit. Notre méthode
permet de surcroit une bonne estimation de la dimension
de 'espace-signal (Fig.2).

5. CONCLUSION ET PERPECTIVES

Nous avons montré 'intérét d’une approche bayésienne
conjuguée i une modélisation impulsionnelle. Aprés une
discrétisation trés fine de I’espace de Fourler et 1’introduc-
tion dans ce méme espace des informations a priori indis-
pensables 3 Datteinte d’une haute résolution, la méthode
tire un bon parti d’une modélisation Bernoulli-Gaussienne
(BG) du spectre de raies & restaurer. Les statistiques du
probléme autorisent 1’écriture explicite et ’optimisation
analytique de vraisemblances de détection-estimation a pos-
teriori , inspirées des algorithmes utilisés en sismique [4] [5].
L’inconvénient propre au modéle de Bernoulli qui positionne
toute raie cherchée sur un ensemble fini de fréquences discré-
tes est levé, de fagon satisfaisante, par une vraisemblance
“prolongée”, obtenue par développement limité entre deux
fréquences discrétes. L’optimalité globale est scindée en
deux taches complémentaires et séquentielles de détection
et d’estimation. La détection des raies est prise en charge
par la compacité du processus de Bernoulli qui peut, par
analogie a un probléme de mécanique quantique, étre as-
servie 3 une statistique de Fermi-Dirac. Enfin sur un plan
pratique et & la différence des méthodes traditionnelles,
Palgorithme respecte strictement la structure des disposi-
tifs classiques opérationnels d’analyse spectrale (appareils
de mesure) et spatiale (Radar-Sonar) fondées sur la trans-
formée de Fourier discréte en se mettant en ceuvre en aval de
cette derniére. Il peut donc étre considéré comme un module
supplémentaire & ”insérer”, afin d’améliorer la résolution

lorsque le nombre d’échantillons temporels, en analyse spec-
trale, et le nombre de capteurs, en traitement d’antenne, se
sont révélés a posteriori insuffisants.

Somme toute, il s’avére & 'usage qu’une discrétisation
trop fine de ’espace fréquentiel favorise le dédoublement
des raies. Cette pathologie, de nature algorithmique, et
P’approximation liée au développement limité nous invitent
a4 aborder le probléme dans un continuum fréquentiel, en
adoptant un modéle Poisson-gaussien pour traduire I’a prio-
71 impulsionnel sur la solution.
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entre deux canaux fréquentiels. Pour EsPRIT, le nombre de
sources est figé & 2.
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