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Analyse multiéchelle de films.
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RESUME

Nous définissons par une approche axiomatique une ana-
lyse multiéchelle de film. Nous prouvons que cette analyse est
Punique qui vérifie certaines propriétés d’invariance et de sta-
bilité. Elle débouche sur trois types d’informations: un champ
multiéchelle de vitesse apparente, un champ multiéchelle d’ac-
célération apparente, et une certaine classification des trajec-
toires du film.

1 Introduction.

Quel est le but d’une analyse de film ? Brievement nous vou-
lons éliminer le bruit, “tracker” les trajectoires des objets, et
donner une bonne estimation de leur vitesse. Ces tiches sont
généralement effectuées en définissant un lissage du film & une
certaine échelle considérée comme significative. Comme nous
voulons définir une méthode générale, c’est & dire sans aucune
connaissance a priori du type de bruit, de trajectoire, ou de
taille des objects, la méthode doit &tre multiéchelle.

Nous associons alors au film original une analyse de celui-ci
a toutes les échelles t € R*

Nous définissons un film comme une fonction bornée de IR%:
u(z,y,6). (Le niveau de gris au point {z,y) au temps §). On
appelle analyse multiéchelle une famille d’opérateurs T; qui
transforment une fonction u en une famille de fonctions u(t) =
Tiu. Clest a dire u(z, y,6,t) = (Ti(v))(=, y, 8).

En un sens u(t) est la version lissée de u contenant plus que
les informations de “taille” t.

Cette approche est une extension au cas des films des théo-
ties de “scale-space” des images [11], [13], [20] qui ont conduit
3 associer une analyse multiéchelle & une équation aux déri-
vées partielles [2]. Mais, de part les équations auxquelles elle
conduit, elle se rapproche des modeles de flot optique [15], [8].

2 Des principes pour ’analyse mul-
tiéchelle.

Dans 'optique de décrire quel est le “bon” opérateur Ti,
nous imposons deux types de propriétés:

- des propriétés “d’architectures” qui donnent une certaine
structure & 'analyse et qui imposent & I'analyse d’étre un lis-
sage.

- - des propriétés géométriques qui imposent une invariance du
traitement vis a vis de certaines transformations géométriques.
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Principes d’architectures.
[Causality]
Notons B(z, r), la boule de centre z et de rayon 7.

(7) Vi, ¢ (¢ >t) 3T, tel que Ty =T, o T
(M,) Tg't = ]d
(441) soit u, v deux images si Vy € B(z,7)/z
u(y) > v(y) alors Tippsu(z) > Tipnv{z)

pour h suffisament petit.

(i) et (ii) imposent une structure “pyramidale” pour la fa-
mille d’ opérateurs T;: si t' < ¢, on peut passer directement du
film & échelle ¢’ au film & Péchelle ¢.

(ii1) implique que ’on effectue un lissage du film initial. C’est
3 dire que Von s’interdit de rajouter des détails qui n’existent
pas.

[Regularityl

Soit u(z,y,0) = u(z) = 3 < Az,z > + < p,z > +c une
forme quadratique de JR®. 1l existe une fonction F(A,p,x,c,t),
continue par rapport & A, telle que Pexpression

(Tirassu — u)(z)/ (A1)

tendent vers F(A,p, z,¢,t), quand At tends vers 0.

Cette hypothese signifie que le lissage d’une image lisse se
fait de fagon réguliere.

Propriétés géométriques.

[Transl. Inv.]Appelons B, ;. 'opérateur de translation,

B“lb:cu(r) Y 9) = u(m —a, ?J - b; 9 - C) a-lors

T'tBa,,b,cu = Ba,b,c(Ttu)

[Affine Inv.] -
Pour toute application lineaireA de la forme

b 0 '
d 0} aveca, b, ¢, d, e € R,
0 e

OO f
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il existe t'(t, A) tel que
) A(Tou) = Ty Au)

Il est prouvé dans [2] que, sans perte de généralité on peut
renormaliser les échelles de telle sorte que

t' = (ad — cb) "%e*t fora o €[0,1]

Nous définissons aussi un axiome plus faible que [Affine Inv.],
en restreignant la propriété d’invariance aux rotations des deux
premidres coordonées et aux homothéties.

[Euclidian Inv.]Pourtoute application linéaire A du type
acos(b) —asin(b) 0

asin(b) acos(b) 0

0 0 c

oua, b, ce R

il existe une échelle #(¢, A) telle que
A(Tpu) = T,(Au)

[Morphological Inv.]}Pour toute fonction h strictement
monotone IR dans IR

Toh(u) = h(T,u)

Cette propriété impose V'invariance de 1'analyse par rapport
& un changement de contraste [16]. Elle se justifie en remar-
quant la perception du mouvement ne doit pas dépendre de
la luminosité ambiante. (le fait de porter des lunettes de soleil
n’altére pas notre perception du mouvement des objects...)

Nous supposerons enfin que I’analyse est invariante sous tra-
velling, c’est a dire que le mouvement d’une image entiére &
vitesse constante v ne change pas 'analyse.

Appellons iet fles vecteurs unitaires spatials représentant
I’axe des x et 'axe des y.

[Galilean Inv.]On définit B, Vopérateur de translation
uniforme

B,u(z,y,6) = u(z~ <v,i= 6,y— <v,7 6,9)

3 Quels sont les modéles possibles?

Les principes d’architectures impliquent une équation
au dérivées partielles.

Théoreme 1 (i) Sous les hypothéses [Causality]et
[Regularityl, Panalyse multiéchelle de film est “décrite” par
léquation

—86—1; = F(D?u, Du, u, z,t) (1)
(i1) Si Uon suppose de plus [Transl. Inw.], on obtient
%;—L = F(D%u, Du, u,t) (2)

De plus la fonction F est croissante par rapport ¢ son pre-
mier argument. (A > B, pour la relation d’ordre de matrices

symetriques, implique F(A,p,c,t) > F(B,p, c,t) ).

Par “décrite” nous entendons que partout ol la fonction
u(z,t) est C? alors elle vérifie 'équation précédente. Inverse-
ment cette équation admet une unique solution de viscosité si
la fonction initiale u(z) est continue [4]. Une démonstration de
ce théoreme se trouve dans [2].

Nous allons maintenant restreindre le choix possible pour de
telles fonctions F, en imposant les différents principes d’inva-
riance.

Les propriétés d’invariance déterminent les modéles
possibles, Introduisons quelques notations On note Vu =
(s, Uy, 0) le gradient spatial du film u(z,y,8). On associe au
gradient Du = (u,, uy, ug) deux autres vecteurs T+ et T* dé-
finis par
1 N

|V | Vuj| Dyl

Quand Vu est non nul, (Du/|Du|, Tt , T%) forment une base
orthonormée de /R®. Posons de plus,

Oy =<(D?)TH T, Ty =<(D*u)T* T* >,
[y =< (D?u)T*, T* ~ .

I'; est la dérivée seconde de u dans la direction Dut, I's dans
la. direction de Du®*, et I'; la dérivée croisée dans ces deux
directions.

On a alors la courbure spatiale des lignes de niveaux des
images du film curv(u) donnée par la formule suivante

I
curv(u) = =l

Nous introduisons un opérateur d’analyse du mouvement,

“Paccélération apparente”, donné par

T+ (—uy,u,,0)  T* (ustg, uyug, —(ul+ul))

accel{u) = (:iv)—z—:)z(r‘s - %)/Wul

Théoreme 2 Sous les propriété [Causalityl, [Reqularity],
[Transl. Inv.], [Euclidian Inv.], [Morphological Inv.],
et [Galilean Inv.]Jlanalyse multiéchelle de film est décrite
par une équation du type:
du )
i |Vu| Flcurv(u), accel(u),t) (3)

Si Uon ajoute [Affine Inv.J, analyse multiéchelle se res-
treint ¢ ’équation

?9—1: = |Vuy| curv(u)%z (sgncurv(u))accel(u)?)*

(4)

AMG
pour un ¢ € [0,1].

Dans les précédentes formules nous prenons la convention
que la puissance conserve le signe, c’est & dire a? = |a|?sgn(a).

La démonstration de ce théoréme est essenticllement basée
sur des calculs algébriques qui réduisent la fonction F 3 la seule
possibilité ci-dessus.

Notons que |Vul*curv(u) et [Vul*curv(u)accel(u) sont af-
fines covariants de degré 2,2,0 et 2,2,2, par rapport aux coor-
données (z,y,86).

De plus curv(u) et accel(u) sont invariants par changement
des niveaux de gris de I'image.

4 Flot optique et accélération appa-
rente.

Nous cherchons ici & donner une interprétation cinématique
a Vopérateur différentiel accel(w).

Nous supposerons que le niveau de gris d’un point ne change
pas durant son mouvement. Cette hypothese ne suffit pas a ex-
traire du film la vitesse des objets. En effet, il reste plusieures
fagons de définir une vitesse apparente (flot optique). Toute-
fois, accel(u) prend le sens d’accélération pour une définition
spécifique du flot optique.



Définition d’une vitesse apparente.

Définition 1 On appelle vitesse apparente le vecteur V défini
par:
Du FZ
V=_=—(Tt=-1% 5
e(rE =T %)
Et, si l'on pose v; =< V,Vu = /(|Vu|), la composante
spatiale de V' dans la direction du gradient spatial Vu, and
vy =< V, T > la composante spatiale de V orthogonale au
gradient spatial, on a:

vy = (W)F—l (6)

Ug

Y = ———
LIVl
La composante v, est imposée par ’hypothése que le niveau
de gris d’un point ne change pas lors de son mouvement. En
effet,
<V.Du»= 20
U
et done, <V.Vusr= —up = v; = -
V|
Le choix de la composante v, correspond 4 imposer que le
gradient ne change pas d’orientation lors du mouvement. Donc,
si le film correspond & un objet en translation la vitesse ap-
parente ainsi définie coincide (ot Vu est non nul) & la vitesse
réelle de I'object.

accel(u) : une accélération apparente.

Proposition 1 Soit V le vecteur vitesse apparent définie pré-
cédement (1), et vy sa composante dans la direction du gradient

spatial.
6’01 61}1 801
l = — B — — + —_
accel(u) (v1 5. T2 3y 69)

=— <Dy, Vr=<D <V, -Vur, Vs (7

Cette formule montre que accel(v) est l'accélération dans la

direction —Vu, et donc peut éire appelé “accélération appa-
rente”

Proposition 2
< (DZu)V,V »~
[Vu|

ot curvy est la courbure de la ligne de niveaw incluse dans le
plan généré par Vu et V.

accel(u) = = |V|Pcurvs(u) (8)

N’importe quelle définition du flot optique correspond 3 un
choix d’une direction de déplacement dans V’espace-temps sur
les surfaces isophotes.

level line an unit of time
after,

level li

En principe, tous les vecteurs tracés si dessus sont possibles
puisque ils font rester le point sur la surface isophote. Avec la
définition (1), on choisie la direction qui ne change pas Porien-
tation du gradient spatial.

Alors, accel est proportionel a la courbure de la trajectoire
choisie.

85y

same direction of the
spatial gradient.

5 Aspects numériques.

Insistons seulement sur la difficulté de la discrétisation de
I'opérateur accel(u). En effet, 'intervalle de temps entre deux
images d’un film est trop grand pour que I’on puisse discrétiser
accel(u) par différences finies. Nous proposons un shéma semi-
local basé sur 1’égalité suivante

|Vul(sgn(curv(u)) accel(u))t = min, . ew

1

Ag?
(9)
olt W est I'ensemble des vecteurs vitesses possibles c’est & dire
(o, 5,1) pour ¢ et B € R.

Nous avons deux parties dans le second terme. La premiere
(lu(z — v_28) — u(z)] + |u(z + v4 AG) — u(z)|) est la variation
de niveau de gris du point z pour les vecteurs vitesses candi-
dats:v_ (entre & — Af et 0) et vy (entre 4 et § + Af). Bien
sir cette variation doit &tre la plus petite possible, parce que
le point est supposé ne pas changer de niveau de gris lors de
son mouvement.

La deuxieme partie | < Vu,v_ — v > | n’est rien d’autre
que T“accélération”, ou la différence entre v, et v_ dans la
direction Vu.

La minimisation ne se fait pas en pratique sur I'ensemple
des vecteurs possibles: si I'on sait au préalable que les vec-
teurs vitesses du objects du film sont bornés, on se limitera 4
minimiser sur les vecteurs ayant les mémes bornes.

6 Interpretation et Expérience.

L’équation (4) peut s’interpreter comme une élimination des
points selon leur accélérations. En effet

du

i V| curv(u)’s* (sgn(curv(u))accel (u)?)*

AMG

se compose de deux termes : |Vu| curv(u)*3* qui correspond & -
un lissage des lignes de niveaux des images (diffusion anisotro-
pique sur chaque image). Et, accel(u) peut se voir comme la
vitesse & laquelle se fait se lissage. Il n’y a pas de lissage lorsque
accel(u) = 0, c’est & dire lorsque le point est en translation uni-
forme. En revanche le lissage est accéléré lorsque accel(u) est
grand, c’est & dire lorsque le point a une grande accélération.
Donc les trajectoires chaotiques ont tendance & disparaitre trés
vite, alors que les trajectoires lisses se maintiennent plus long-
temps en échelle. Et, lorsque 1’échelle tends vers +c0 il ne reste
plus que les points en translation uniforme.

Les experiences suivantes ont été faites sur une station HP730
(32MB). Le temps de calcul est pour une séquence de 10 images
256*256, en limitant les vitesses & 8 pixels par images, d’envi-
ron 20 minutes.

(Ju(z—v_Af)—u(z)|+|u(z+vse AB)~u(z)|+ A0 <Vu, v_—vy >
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F1c. 3 - L’algorithme est appliqué en supposant que les vi-
tesses ne sont pas plus grandes que 3 pixels par images. A une
certaine échelle il ne reste plus que le carré et le point.

FiG. 1- Image extraite d’une séquence, présentée a différentes
échelles d’analyse. (la vitesse de déplacement de la téte est de
I’ordre de 7 pixels par images.) Le bruit part.

FiGg. 2 -

Film original (24images) d’un carré et d’un point en

translation uniforme, (vitesse = 2 pixels/images). Bruit blanc

a30%
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