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RESUME

Les algorithmes d'identification adaptative dans
un contexte non stationnaire de type markovien sont
étudiés ici & partir d'un formalisme mathématique qui
stationnarise le probleme. La décroissance exponentielle de
la composante transitoire est montrée pour différents
algorithmes. L'étude de la capacité de poursuite en régime
permanent permet de comparer les non stationnarités de
type promenade aléatoire et de type markovien. Les non
stationnarités rapides non traitées dans la littérature,
regoivent ici une solution.

I- PRESE-NTATION DU PROBLEME

Nous étudions les performances de l'identification
adaptative dans un contexte non stationnaire. Le signal de
référence y(k), résulte du filtrage d'une suite stationnaire
x(k), par un filtre linéaire de longueur N, variable et non
mesurable, de vecteur parametre F(k) :

y(k)=s()+n(k),  sk)=Fk) X(k), @1
ol n(k) est un bruit de sortie non mesurable stationnaire,
suite i.i.d., centrée, de puissance P,, indépendante de la

suite x(k), et ot X(k)=(x(k),...,x(k— N +1))" est
le vecteur observation ; s(k) est appelé "signal". II est
inconnu.

Le vecteur F(k) est supposé évoluer au cours du temps

selon un modele markovien du premier ordre défini par :
F(k)=(1- Q)F(k—1)+Q(k),k20, 1-2)
od 7 =diag(l-7n;) (0<7, <1) est une matrice

diagonale d'ordre N et I est la matrice identité. Chacune
des composantes @,(k) de C2(k)est une suite i.i.d.,

centrée, de puissance P, indépendante des suites x(k) et
n(k).

Pour différents algorithmes adaptatifs de type erreur a
priori, comme le LMS, le LMS normalisé (NLMS), le
EMS avec signe sur les x(k) (SLMS) et le RLS avec
oubli exponentiel, nous prouvons la décroissance
exponentielle de la composante transitoire de I'erreur
paramétrique.

Contrairement aux hypotheses utilisées dans [1] pour le
LMS ou dans [2] pour le RLS, ceci est fait sans
I'hypothése irréaliste d'indépendance des vecteurs
observation X(k). L'hypothese (réaliste) est celle de la
M-indépendance des vecteurs X(k). A partir du formalisme
de découplage introduit dans [3] puis [4], cette contribution
développe des résultats de convergence exponentielle et de
poursuite pour des variations de type général markovien.
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En régime permanent, on établit des résultats analytiques
sur la poursuite des non stationnarités aussi bien rapides
que lentes alors que les travaux antérieurs [5][6] ne traitent
que les variations lentes. L'ensemble des résultats est
obtenu griace a un formalisme mathématique qui
stationnarise le probléme.

II- STATIONNARISATION DU PROBLEME
II-1 Formalisme des équations

Le filtre adaptatif H(k) estimé selon divers algorithmes
avec erreur a priori peut &tre décrit par I'équation générale :
H(k+1) = H(k) + G(k)e(k), (-1
oll G(k) est un gain vectoriel qui dépend de I'algorithme
(par exemple pour le LMS, G(k) = uX(k), ot 1)0 est
le pas d'adaptation de l'algorithme, et pour le RLS avec
facteur d'oubli A, G(k)= R(k)" X(k), ot la quantité
(1-A)R(k) est l'estimation de la matrice
d'autocorrélation R de 'entrée X(k) , définie récursivement
R(k) = AR(k - 1)+ X(k)X(k)" on O{A(1). (@ 1-2)
A partir de H(k), on obtient le signal estimé

§(k) = H(k)" X(k). (I1-3)
A Tl'aide du formalisme mathématique de [4], le vecteur

Wk)=(V(k)",F(k—1)")T évolue selon

Wk +1) = A(k)W (k) + B(k)n(k) + C(k)S2(k)

(1-4)
- |[I-GWX®" nd-mn)
A(k)—[ 0 - } @5)
(Y _ T
sir=[00, a0 G0

(1-6)
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et ol

V(k)=H(k)—(I- mMF(k —1)mesure la

déviation entre le filtre adaptatif H(k) et le vecteur
parameétre optimal qui peut étre atteint par un algorithme a

priori. D'apres (II-4), W(k) a trois composantes, W' (k)
liée au régime transitoire, W"(k) causée par le bruit

d'observation n(k) et W(k) se rapportant a la non
stationnarité du filtre vrai (£2(k)). Ainsi,

W(k) = W'(k)+ W" (k) + W (k), (I1-7)
Wik +1)= Ak)W' (k), (11-8-a)
W"(k +1) = A(k)W" (k) + B(k)n(k), (I1-8-b)
We(k+1) = A(k)W (k) + C(k)Qk), (I1-8-c)
avec W'(0) = W(0),W"(0)=W**(0)=0. 119

I1-2 Découplage des erreurs

Les performances de 1'algorithme sont mesurées par l'erreur
quadratique moyene résiduelle (EQMR)

m(k) = E[(s(k) - 5(k))*|/P, . @-10)
Cette erreur est normalisée par le bruit. Il découle de (1I-7)
et des hypothéses d'indépendance, la formule de découplage

m(k) =m' (k) +m" (k) + m® (k) + 8, (11-11)
5= E[|Q(k)TX(k)|2] /Pn @12

est appelé degré de non stationnarité et ou les
composantes d'erreur

m”(k)zE[V"(k)TX(k)l]/Pn; a=tn,Q (I-13)

correspondent aux trois déviations différentes de (II-8).

III DECROISSANCE EXPONENTIELLE DU
TRANSITOIRE.

La vitesse de convergence est caractérisée par la
2 . . . t . .
décroissance vers 0 du transitoire W' (k). Celle-ci entraine

que les moments de W" (k) et de W* (k)sont bornés et

tendent vers une limite finie quand & tend vers l'infini. En
effet, d'apres (II-8 a,b,c)

Wi(k)=E,_, _,W'(0), (III-1- a)
k-1
W (k)= E,,;B()n(j), (IIL-1-b)
j=0
o k-1
We(k) = Y E,_, ,C(HQU)), (I 1-c)
j=0
ou
A
E,,,=A(k—1AMk-2)...A(j +1). (I1-2)

[ k—j—1 .
Upr; ZUk_l_l,jﬂ(I = _T_l)l
I=1
E ;= (II1-3)
0 (I _ ﬂ)k_j_l

avec

U =Tk—-DT(k=2)..T(j+1), (111-4)
Tk)=1 —Gk)X(k)"). (111-5)

Pour chaque algorithme, la matrice U correspond au cas
stationnaire. Sa décroissance a été prouvée dans
[31[7][8][9], respectivement pour le LMS, NLMS, SLMS
et le RLS (pour des vecteurs X(k) corrélés). D'apres la
structure particuliére (II1-3), la matrice E a donc elle aussi
une décroissance exponentielle. Il en est de méme pour ses

moments. Il découle alors de (I1I-1-a) que W'(k) décroit

exponentieliement ainsi que ses moments. Par conséquent,
en régime permanent, la composante de l'erreur
paramétrique transitoire est nulle.

IV- NON STATIONNARITES RAPIDES

La capacité de poursuite d'un algorithme en régime
permanent est mesurée par son EQMR. Elle dépend du
taux d'oubli v défini par exemple par vV, = UP_ et
Vers = 1— A ; on note m,, la limite de m(k). D'apres ce
qui précede on a
- n Q

m,=m,+m, +06. Iv-1)
D'une maniere générale, la composante de bruit m:,' est
croissante en fonction de V. Inversement la composante
non stationnaire mf,’ est décroissante par rapport a V. Il
minimisant

peut en résulter une valeur de compromis V,,

m,,, ainsi qu'il sera détaillé plus bas.
IV-1 Composantes de m, en régime permanent

Les composantes de m,, sont calculées ici théoriquement
pour une suite x(k) i.i.d. centrée. Le calcul est valable
pour toute valeur de 1], i=1,...N, donc que la non
stationnarité soit lente ou rrpide.

Comme exemple nous prenons le LMS avec I'hypothése
|X(k)|2 = cte = NP, . Sous l'hypothése gaussienne les

démonstrations sont similaires et les résultats qualitatifs
sont identiques. Le calcul donne [10]

(IV-2)

a_ O nil
m"_(2—v)[v 2(1-m]+

25(1-n) [NU+n-n")-vn2-mn)
2-v)2-1n) [N + v(1-m)]

(Tv-3)
]




LEQMR est alors donnée par :

1 20N
m, = v+ :
(2—V)[ (2—77)[V(1—77)+77N)]}
av-4)

Il est important de noter que, a la différence des travaux
antérieurs, nous ne faisons pas l'hypothése que

I'algorithme est lent. Ainsi, le taux d'oubli peut
étre grand.

Pour le RLS, on trouve la méme expression de m, a
condition que V soit trés petit, de sorte que les fluctuations
de la matrice R, 'autour de sa limite moyenne VR 'soient

faibles.

IV-2 De la promenade aléatoire au modéle
markovien,

Lorsque 7) tend vers 0, la non stationnarité de F(k)

devient une promenade aléatoire. L'étude de cette non
stationnarité a été faite dans [3]. L.e passage & une non

stationnarité markovienne (7#0) modifie Ile
comportement du LMS de maniére significative :

1- On constate que pour V = 0, 'EQMR est finie :
my = 6/[n(2—m)] av-5)

Le modéle de non stationnarité markovienne posséde donc

une meilleure signification physique que la promenade
aléatoire pour laquelle 1'EQMR est infinie pour V=0.

2- m,, estcroissante pour V >0 (V,, <0) lorsque
N> 10y =2/(N+2). av-6)
Ceci montre que la poursuite est nuisible lorsque 7] est

trés grand. Naturellement une valeur non nulle de V est
nécessaire a l'initialisation. Mais il faut ensuite bloquer
I'adaptation (V = 0). Elle ne fait que dégrader les
performances. La borne (IV-6) se comprend aisément car
alors le filtre F(k) est complétement renouvelé avant
méme que I'échantillon x(k) ait parcouru tout le filtre.

3- SiM n'est pas trop grand (7] < 7, ), la situation est

semblable ( 1, croissante) lorsque :

2
§<8,= AN Q2-m)
2(1-m—Nn
Si & est trop faible par rapport a 1], il faut 1a encore
bloquer la poursuite aprés l'acquisition. Pour
1 << 2/(N + 2), ceci arrive lorsque la puissance P, du
bruit de sortie, mesuré dans la bande 7] qui caractérise les
variations du filtre F(k), vérifiec Py(= NnP,)>2P,,

odt P est la puissance du signal 2 la sortie du filtre F(k).

av-7)

Dans ce cas, l'observation de y(k) est trop bruitée pour
permettre la poursuite. La encore, le modele markovien
posséde une meilleure interprétation physique que la

promenade aléatoire, pour laquelle, plus 5 est faible (P,l
élevé) plus 'EQMR minimale est faible (elle vaut o).

4- On peut trouver des couples (71 , &) pour lesquels
m,;. > 1. Ainsi y(k) est plus proche de s(k) que §(k).
Il vaut mieux ne pas estimer s(k).

IV-3 Simulations

Les résultats théoriques trouvés dans le cas de 'algorithme
LMS sont en parfait accord avec les simulations dans le
cas d'une entrée x(k) i.i.d., que le taux d'oubli soit élevé
ou non et que la non stationnarité soit lente ou rapide.

On implémente un filtre d'ordre 3. La figure 1 représente
m, pour différentes valeurs de 77 (6=0.01). En
particulier les cas 77=0.5 et 7)=0.1 illustrent deux
sitnations ol la poursuite est néfaste ; le cas 7]=0.01
montre la présence d'un minimum d'EQMR avec une
valeur V,, voisine de 0.05. On remarque que pour o et

V donnés, m, est une fonction décroissante de 77. On

montre facilement en effet, que E(|F (k)lz) tend vers

NP, /(n(2—-17)). Donc les fluctuations de F(k)
s'atténuent lorsque 7] augmente, ce qui explique le résultat
observé.

Des simulations analogues sont effectuées pour
l'algorithme RLS. La figure 1 montre que

LMS

RLS . P
m, =m, lorsque V est faible, comme prévu au

parégraphe IV-1. Mais quand V augmente (V>0.2),
I'algorithme RLS surclasse l'algorithme LMS.

La figure 2 représente m‘L,MS a mNn=0.1 fixé, pour

différentes valeurs de &. Sa valeur minimale peut
s'approcher de 1, rendant inutile ou néfaste 1'adaptation.

Dans le cas d'un signal corrélé x(k)= s sin(kT) + b(k) ot
S/B est le rapport signal sur bruit, 'algorithme LMS peut
&tre supérieur ou inférieur au RLS selon le cas. 1l suffit de
faire varier la période T, le rapport S/B et la corrélation
normalisée p; j = E(w; (k) wj(k)) / E(w 2(k)) entre les
composantes du vecteur €2(k) qui génére F(k). Les
simulations des figures 3 et 4 illustrent respectivement les
cas ot m LMS < m RIS et le cas inverse. Pour une
promenade aléatoire et pour & petit, un tel résultat avait
déja été prouvé théoriquement [11].

V- CONCLUSION

Dans un contexte non stationnaire de type markovien, &
partir d'un formalisme mathématique qui stationnarise le
probléme d'identification, il est possible de montrer pour
différents types d'algorithmes a priori, la décroissance
exponentielle de la composante transitoire de l'erreur
paramétrique. Ce résultat permet de retrouver, dans le cas
non stationnaire, des propriétés connues dans le cas
stationnaire. Ce formalisme permet aussi, en régime
permanent, de traiter la poursuite de non stationnarités
rapides. Dans le cas d'une entrée x(k) i.i.d. les calculs
analytiques ont pu étre menés jusqu'a leur terme pour
P'algorithme LMS. Ils montrent la supériorité du modéle
markovien sur la promenade aléatoire pour traduire la
réalité physique des phénomenes non stationnaires.
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Figure 4 : Entrée x(k) corrélée, supériorité du RLS
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