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RESUME

Des conditions nécessaires et suffisantes sur la fonc-
tion d’erreur correspondant aux points stationnaires
de trois algorithmes de filtrage adaptatif RII en sous
modélisation sont données. Ces conditions sont obtenues
dans I’espace des fonctions de transfert, grace a une ap-
plication judicieuse du théoréme de Beurling. Notre ap-
proche permet aussi de montrer des connexions intimes
avec la théorie des opérateurs de Hankel qui joue un role
essentiel dans des problémes de réduction de modéle.

1 Introduction

Le filtrage récursif adaptatif est considéré dans de nom-
breuses applications ot le filtre optimal nécessite une
réponse impulsionnelle trés longue, comme par exem-
ple en annulation d’écho acoustique. Les avantages de
modélisation qu’offrent ces filtres sont cependant ternis par
PPabsence de descriptions analytiques des points station-
naires des algorithmes adaptatifs en régime sous-modélisé.

Ce papier résume les résultats présentés dans [1], don-
nant des conditions nécessaires et suffisantes sur la fonction
d’erreur correspondant aux points stationnaires des algo-
rithmes du gradient récursif, Steiglitz-McBride et SHARF,
en sous modélisation.

On cherche & identifier une fonction de transfert incon-

nue, causale et stable, H(z) = 3 po hx 2~F par un modéle
ajustable G(z) causal et stable, de degré M, de la forme

G(z) = B(z) _ bo+biz 4. +bys M
A(z)  T1+4aiz=l4 ... +ayzM’

Si ©(n) = [bo---bprar---ap]’ dénote le vecteur des
paramétres de G a 'instant n, on peut lui associer un al-
gorithme d’adaptation selon

O(n+1) = O(n) + pe(n)¥(n)

ol e(n) est un signal d’erreur qui dépend de H(z)—G(z), et
¥(n) est un vecteur de régression filtré. Les formes exactes
de e(n) et W(n) varient selon Valgorithme adaptatif utilisé
[2].

Pour un algorithme adaptatif donné, les points station-
naires sont obtenus en trouvant les valeurs de © qui an-
nulent le terme de correction :

Efe(n)¥(n)] =0
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ABSTRACT

Necessary and sufficient conditions on the error func-
tion corresponding to the stationary points of three com-
mon adaptive IIR filtering algorithms are given. These
constrains are obtained in the transfert functions space,
by the judicious application of Beurling’s theorem. Our
approach also allows to show some deep connections with
the Hankel operator theory which is essential for many
model reduction problems.

L’essentiel des résultats de convergence existants dans
la littérature sur 'identification [2] suppose que I'ordre du
filtre optimal est connu, ce qui est, bien entendu, qu’un
idéal [3]. 1l est donc plus réaliste de considérer qu’une
modélisation exacte n’est pas réalisable ; le filtre adap-
tatif fonctionne alors en régime sous-modélisé. Dans ces
conditions, le mieux que Pon puisse espérer et que le(s)
point(s) statlonnau‘e(s) corresponde(ent) & ce que G(z) soit
une bonne approximation de H{z).

Le probleme des points stationnaires en sous modélisation
a toujours été posé dans l’espace des parametres. Or, ceci
conduit & des équations non linéaires (en les parameétres
{ar}) qui n’admettent pas de solutions analytiques, d’ott,
I’absence de résultats analytiques malgré 'importance de
la question. Notre approche repose le probléeme sous sa
forme la plus naturelle z.e. dans P’espace des fonctions de
transfert. Cette approche permet, grace a une judicieuse

.application du théoréme de Beurling, de trouver des con-

ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction de
transfert corresponde & un point stationnaire. Elle permet
aussi de montrer des connexions intimes avec la théorie des
opérateurs de Hankel, qui joue un réle essentiel dans des
problémes de réduction de modéle.

2 Préliminaires

On consideére des fonctions de

S(z) = Yopo _skz"F ie que

= § S@s

Pour simplifier, on suppose que ’entrée u(n) du filtre G(z)
est un bruit blanc ; le cas d’une entrée colorée est traité
dans [1], en utilisant la méme méthode. On a le modéle

LZ('—Tr) 71"),

(5(2),5(2)) 2 HE o
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d’état suivant :

xn+1) | _| A b x(n) 1

y(n) Tl d u(n) |’ (1)

avec G(z) = ¢'(zI — A)7'b + d, ot A a toutes ses
valeurs propres a lintérieur du cercle unité, (A,b) est
complétement commandable et (A, c) complétement ob-
servable.  On s’intéresse, ici, & la caractérisation de

Pensemble A des fonctions analytiques appartenant &
I'orthogonal de I'opérateur de commandabilité C(z) associé

a(ly:

C(2) = 2(2I—- A)"'b = ZAkbz"k, z| > 1. (2)
k=0

On vérifie aisément, pour toute fonction analytique S(z),
la relation : (C(z),z715(2)) = A(C(z),S(z)). Ainsi, si
S(z) € N ie. {C(2),5(z)) = 0 alors on a 2718(z) € V.
N définit donc un sous espace de Hardy invariant par
décalage [4]. Le théoréme de Beurling [5] montre que
tout sous espace de Hardy invariant par décalage admet
une représentation unique V(z)H2, avec V(z) une fonction

causale passe-tout (V(z)V(271) = 1) et H3, I’ensemble des

fonctions causales & carré sommable. Pour notre probléme,
on montre [1] que

MA("Y)  A(z) @)
A(z) T A2)

est la fonction passe-tout propre & C(z) ; elle est construite

& partir des pdles de G(z). En résumé, nous avons :

Proposition 1 S(z) € N < S(z) = V(2)R(z) avec
R(Z) € Hs.

V(z) =

3 Surface d’erreur réduite

Dans cette section, nous traitons la premiére partie du
probléme des points stationnaires, & savoir, le probléme
de la surface d’erreur réduite. Il s’agit de trouver (A(z2)
étant fixé) le numérateur B(z) qui minimise la norme
1H(2) = G(2)If = (H(z) — G(2), H(2) = G(2)). C’est un
probléme linéaire quadratique dont la solution est obtenue
en annulant les dérivées. On obtient le systéme d’équations
suivant :

{C(2), H(2) - G(2)) = Om (4)

(27 /A(2), H(2) - G(2)) = 0 ()
Proposition 2 Soit G(z) = B(z2)/A(z) une fonction
(

causale. Pour A(z) fizé, la norme ||H(z) — G(2)||2 est mi-
nimisée par rapport & B(z) ssi

H(z)=-G(2)=V(2) Y mz " =V(z)R(z)  (6)
k=1

ot V(z) est la fonction passe-tout définie par (3).

Le fait que la fonction d’erreur H(z) — G(z) soit causale-
ment divisible par V(z) découle du systéme d’équations (4)
et de la proposition 1 tandis qu’une manipulation simple de
(5) montre que R(z) est strictement causale. En multipli-
ant I’équation (6) par V(27!) et en prenant les projections
causale et anti-causale, on obtient :

V(zYH (24 = Y mz™ = R(2), ()
k=1

[V(z"hYH(2)]- = V(z"1)G(2), (8)

ol []4 et []- désignent respectivement les projections
causale et anti-causale. En écrivant V(z) = Y 7o, vz ¥,

on montre
Corollaire 1 La relation R(z) [V(z")H(2)]y est

équivalente ¢ r = Tyv, avec Ty = Hankel[hy, hy,...] et
ot r et v désignent respectivement les vecteurs formés par
les coefficients de R(z) et V(z). Ainsi, la surface d’erreur
réduile devient

ming(,) ||H(z) — G(2)||3 = vIT%v.

Bl

Remarque : Noter 'apparence explicite de l'opérateur de

Hankel T'y.

4 Points stationnaires
4.1 Gradient Récursif

Les points stationnaires sont obtenus en annulant le gradi-
ent, ce qui, par rapport & B(z), conduit & I’équation (6).
Par rapport a A{z), on obtient en utiiisant {6) :

(271C(2)G(2), H(z) - G(2))
(C(2), G(z~ 1)V (2)[zR(2))) (9)
(C(2), =) B(z™ 1) /A(2)][2R(2))).-

En vertu de la proposition 1, [z=M)B(271)/A(2)][zR(z)]
doit étre causalement divisible par V(z). Ceci implique
que c’est R(z) qui contient un facteur V(2) car autrement,
il y aurait une compensation péle-zéro pour G(z) et il en
resulterait un point en selle [6]. On donne alors :

Onp

i

Proposition 3 Une fonction rationnelle causale G(z), de
degré M correspond & un point stationnaire de algorithme
adaptatif du gradient récursif ssi

H(z) - G(z) = V()R (2), (10)

ot V(2) est construite comme en (8) et R'(z) une fonction
striclement causale.

On a d’aprés (10), ||H(z) — G(z)||2 = ||R'(2)]]2. Une ques-
tion ouverte est de savoir si la structure analytique de
R'(z) pourrait permettre de distinguer les points minima
de Palgorithme du gradient récursif des points en selle.

Si H(z) = D(z)/C(z) est rationnelle de degré My, alors
on montre [1] :

Proposition 4 57 degG(z) = M = Mgy, dors
G(z) = H(z) est le seul point critique de Valgorithme
du gradient récursif.

Revenons au cas sous-modélisé. La contrainte sur R(z)

s'écrit :
R(z) = V(2)R'(z) (11)
dans le domaine fréquentiel et dans le domaine temporel :
r=V(T)' (12)

ou V(T) =372, vxT* est un opérateur de Toeplitz trian-
gulaire et 7 est 'opérateur de décalage, avec des uns sur la
sous diagonale et des zéros partout. Avec cette notation,
I'équation (7) devient, en utilisant la contrainte sur R(z)

et le corollaire 1
Tuv=V(T), (13)

dans le domaine temporel et dans le domaine frquentiel,
[V(z=")H(2)]4 = V(z)R'(z). Cette derniére forme mon-
tre que V(2) se comporte comme une fonction propre de

Popérateur de Hankel Ty [V (2)] 2 [V(z= 1) H(2)]4.



4.2 Steiglitz-McBride

Pour une entrée blanche, les points stationnaires de
Palgorithme Steiglitz-McBride sont les solutions [7] du
systéme d’équations (4 - 5) (pour la minimisation par rap-
port & B(z)) et du systéme (concernant A(z)) :

(z71C(2)H(2), H(2) — G(2)) = Opr. (14)

Ainsi, pour cet algorithme aussi, les points stationnaires
sont situés sur la surface d’erreur réduite, bien que ne cor-
respondant pas, en général, & un minimum de cette sur-
face. En tenant compte de cette propriété (équation (6)),
le systéme (14) devient :

Om = (27!C(2)H(z), V(2)R(2))

eV, HEDRE). 19

On montre [1] que C'(z) £ 2~1C(z)V(z~!) définit un
opérateur de commandabilité anti-causale, dont la fonc-
tion passe-tout propre est V(z7!). Donc, en utilisant
la projection anti-causale de la proposition 1, on obtient
[H(z"Y)R(2)]- = V(271 L(27!) ot L(27!) est une fonc-
tion anti-causale. Un changement de variable (z7! en z)
montre que la projection causale de H(z)R(z~1) doit con-
tenir un facteur V(z). Si P(z) = 3 jo, pez~F désigne cette
projection, alors on montre en utilisant la relation r = I'yv

p = [po,p1,.. ) = Tyr =T%v. (16)
La contrainte P(z) = V(z)P'(z), ol P'(z) est une fonction
causale, combinée avec (16) donne :

Proposition 5 V(z) correspond ¢ un point stationnaire
de Ualgorithme Steiglitz-McBride ssi

T4v=V(T)p, p' = [py,p},.. I" (17)
L’erreur résultante est ”H(z) — G(2)ll2 = V/Pb-

L’équation (17) ressemble beaucoup & léquation (13)
obtenue pour le gradient récursif. La seule différence est
que la matrice de Hankel I'yy est remplacée par T'%. Ceci
donne le Lemme suivant dont une preuve est donnée dans

1] :

Lemme 1 La fonction P'(z) — $pf est réelle positive :
: 1
RelP'(¢/) — 9] 2 0, Vo

Si H(z) est une fonction rationnelle, alors on peut mon-
trer que les péles de P’(2) coincident avec ceux H(z) et
que les zéros de P’(z) contiennent, en facteur, les poles
de G(z). D’aprés cette propriété, on peut conclure que
pour toute fonction G(z) correspondant & un point station-
naire de l'algorithme de Steiglitz-McBride, ses pdles sont
localisés dans un domaine réel positif des péles de H(z).

4.3 SHARF

Avec un bruit blanc en entrée, les points stationnaires de
lalgorithme SHARF vérifient [7] :

(278, F(2)[H(2) — G(2)]) 0, i=0,...,.M

(z71C(2)B(2), F(2)[H(2) - G(2)]) = oO. )
ol F(z) est un filtre polyndémial, & minimum de phase,
choisi pour satisfaire une condition de réalité strictement

3

positive [8]. Les M + 1 premiéres équations de ce systéme
impliquent ’existence d’un zéro & 'infini, d’ordre M + 1,
pour la fonction F(z)[H(z) — G(z)]. Or le polynéme F'(z)
est & minimum de phase, le zéro d’ordre M + 1 provient de
H(z)—G(z). Autrement dit, H(z) — G(z) s’exprime par :

H(z)-G(z)= > mzF, (19)

k=M+41

pour une certaine séquence r;. Les M + 1 premiers coef-
ficients des réponses impulsionnelles de G(z) et de H(z)
coincident. Il apparait donc, que G(z) est une approxima-
tion de Padé d’ordre M + 1, de H(z).

La deuxiéme partie du systéme d’équations (18) se
réarrange comrne

{C(2), 2Bz )F(2)[H(2) = G(2)])) = 0mr-  (20)

On montre {1], [3] que zB(z!)F(2)[H(z) — G(z)] est une
fonction causale, d’oii, d’aprés la proposition 1, elle con-
tient un facteur V(z). Les zéros de V(z) ne peuvent pas
diviser B(z71) car 1l en résulterait une compensation pdle-
zéro, ce qui ne peut pas correspondre a un point station-
naire. De méme, F(z) étant & minimum de phase, ne peut
contenir un facteur passe-tout. Finalement, on obtient

Proposition 6 (Points stationnaires de SHARF)
Soit degG(z) = M. Le systéme (18) est satisfait ssi

Cette proposition montre que les points stationnaires
de l’algorithme SHARF sont aussi localisés sur la sur-
face d’erreur réduite comme pour les deux algorithmes
précédents. Par contre, SHARF est le seul pour lequel, la
contrainte placée sur R(z) ne dépend pas de V(z). Trou-
ver les points stationnaires de SHARF revient a trouver
une fonction passe-tout V(z) satisfaisant :

(H(2),27*V(2))=0, k=1,..., M, (22)

dans le domaine fréquentiel, ou bien

0 h1 h2 h3 te Vo
0 hg h3 h4 v v
. = . . . V2 (23)
0 hae hargr harge :

dans le domaine temporel.

5 Lien avec les opérateurs de Hankel

On reprend lalgorithme du gradient récursif. En utilisant
la factorisation [4] de toute fonction non nulle de L;, S(2)
selon

5(z) = U(2)So(2), (24)

ot U(z) est une fonction passe-tout et Sp(z) une fonction
4 minimum de phase, on peut réécrire ’équation (11) par

R(z) = V() (2)Ro(2) (25)

avec U(z), une fonction passe-tout et Ro(z), une fonction
4 minimum de phase. Avec cette factorisation, le vecteur
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r de I’équation (12) devient r = v(7 )u(7)ro et I’équation
(13) s’exprime par :

FH [I‘o (T)]_II'()(T)V = V(T)U(T)I‘o, (26)

ol Pinversibilité de ro(7) est assurée par le fait que Ro(z)
soit & minimum de phase. En posant

L ETulro(T™Y CExo(T)v; 12 v(T)u(T)r,
(27)
on obtient une matrice de Hankel : T’ et une paire de
Schmidt associée : { et . En effet, étant le résultat
d’un produit Hankel-Toeplitz, I" est une matrice de Han-
kel. Par ailleurs, & partir des définitions de I, ¢ et 7,
on lit directement sur Péquation (26) : T'( = n. En-
fin, on vérifie [3] I'n = ¢. La paire {¢,n} est donc une
paire de Schmidt de la matrice de Hankel I', associée &
la valeur singuliére ¢ = 1. Dans la suite, les valeurs sin-
gulieres, oy, de T sont ordonnées par convention selon :
or = ||[Flg > 02 > - > o > .-+ > 0. Considérons
maintenant le probleme de Hankel suivant :
“Etant donnée une fonction rationnelle causale et stable
H'(z), dont la matrice de Hankel correpondante est la ma-
trice T' donnée ci-dessus, trouver une fonction rationnelle
causale et stable, G'(z) de degré k, de telle sorte la norme
[|H'(z) — G'(z)||m soit minimale.”
Ce probléme est largement évoqué dans la littérature, sous
différentes formes [9]. Il admet une solution analytique
unique, donnée par Adamjan et al. par :

G'(2) = H'(2) — o [Z;—Eg] , (28)
. +

ol oy est la k valeur singuliére de I', associée a la paire
de Schmidt {{,,7n,}. Cette paire détermine la fonction
passe—tout dont la projection causale apparait dans la so-
lution optimale (28), ol :

iéme

[ o0
(F(2) = ZCN,-Z_J et 7 (z) = 227]&‘.2",
ji=0 i=0

les coefficients (., 7., étant les composantes respectives
des vecteurs (. et n,. La norme minimale de l’erreur
d’approximation est alors donnée par o, [9]. On déduit
de la régularité de ro(7) que les matrices T et I'y sont de
méme rang. Les fonctions de transfert H(z) et H'(z) sont
alors de méme degré de McMillan N. La correspondance
entre ces deux fonctions est encore plus explicite au travers
du lemme suivant démontré dans [3].

Lemme 2 Soient les matrices de Hankel Ty et T definies
ci-dessus. Les fonctions de transfert assocides H(z) et
H'(z) ont ezactement les mémes péoles.

Pour montrer que la fonction rationnelle G(z) qui optimise
(Iocalement) notre probléme d’approximation est aussi la
solution du probléme utilisant le critére de Hankel, il suffit
de montrer que le rang de la valeur singuliére ¢ = 1, as-
sociée & la paire de Schmidt {¢,n}, est égal & M, le degré
de G(z). Pour cela, nous utiliserons le théoréme suivant,
démontré par Adamjan et al. [9].

Théoréme 1 Soit T’ une matrice de Hankel bornée, de di-
mension infinie el soit o une valeur singuliére de I'. Alors,
les vecteurs ¢ et formant une paire de Schmidt de T' as-
sociée 4 o peuvend éire factorisés sous les formes

¢=a'(T)v(T)ro n=u(T)v(T)re, (29

ot Ro(z) est une fonction d minimum de phase, U(z) el
U'(z) sont des fonctions passe—tout dont la somme des
degrés est strictement inférieure d l'ordre de multiplicité de
la valeur propre 0? de T? et ou V() est ausst une fonction
passe~tout, indépendante du choiz de la paire de Schmidi
associée d o. De plus, on a :

(i) sic =0y = |||y alors V(2) =1 (v(T) =1)

(1i) si o1 > 0xm1 > 0 = 0 > 0y alors le degré
de V(z) est égal &.

La paire de Schmidt définie en {27) est déja factorisée sous
la forme (29) donnée dans ce théoréme, avec U'(z) = 1.
L’application directe du théoréme 1 permet de conclure
que le rang de la valeur singuliére o = 1 est égal & M,
c’est & dire, le degré de V(z) ou encore, le degré de G(z).
En d’autres termes, la fonction G'(z) = G(z) est la solution
optimale (unique) du probléme de Hankel avec £ = M. No-
tons que si la valeur singuliére ¢ = 1 est multiple d’ordre m
(degré de U(z) égal m—1), la solution du probléme de Han-
kel reste unique et est toujours donnée par I’équation (28).
La fonction passe-tout apparaissant dans cette équation est
indépendante de la paire de Schmidt choisie, correspondant
a o [9]. Réciproquement, il est évident que si G(z) est la
solution optimale du probléme de Hankel, alors G(z) est
aussi optimale pour notre probléme d’approximation des
lors que la matrice T est construite a partir de cette méme
fonction.

Cette démarche s’applique aussi aux algorithmes adaptatifs
Steiglitz-McBride et SHARF [3].

6 Conclusion

Nos résultats donnent pour la premiére fois des conditions
nécessaires et suffisantes sur la fonction d’erreur correspon-
dant aux points stationnaires des algorithmes du gradient
récursif, de Steiglitz-McBride et de SHARF. La connexion
établie avec la théorie des opérateurs de Hankel devrait
permettre & terme, de pouvoir borner, pour chacun des al-
gorithmes adaptatif étudiés, la fonction d’erreur en termes
des valeurs singuliéres de la matrice de Hankel T'yy.
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