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RESUME

Cet article discute du probléme de la poursuite de pa-
rametres de régression animés d’un mouvement aléatoire.
Nous étudions les propriétés asymptotiques de certains al-
gorithmes en présence de petit bruit. Toute I’étude est basée
sur un théoréme-limite central pour un type assez général
d’équation aux différences.

1 Introduction
Nous considérons ici les algorithmes de la forme
Yt = 9¢T © + €.

ol e; est un bruit aléatoire, ; € R,y € R sont les en-
trées et sorties observées et ¢, est un vecteur de parameétres
inconnu, variable dans le temps. On suppose que 8, est aléa-
toire et varie lentement, 1.e.

O; = 6,1 +ywy - (1)

oli v est un petit paramétre.
L’identification du systéme conduit généralement & un al-
gorithme de la forme suivante (cf [6]):
ét = ét—l + pLe(ye — So;rét—l), ét S RN, (2)
Chaque méthode se caractérise par la maniére dont le gain
vectoriel L; est réestimé. u est un réel positif. L’article se
consacre 3 ’étude asymptotique (quand i — 0 et ¥ — 0)
de la distribution stationaire de Perreur d’estimation &; — 6.
Plus precisément, notre objectif est de montrer que pour
diverses méthodes, que la distribution de ’erreur converge
vers une loi normale de variance calculable.

Soit T' = I'7 > 0. On considérera les méthodes de réesti-

mation suivantes:

* Moindres carrés de Widrow (LMS):

Ly =Ty ou Ly =Tp/(1+ pef Ter)
o Moindres carrés normalisés (LMS):

Ly = Toe/(1+ |1 [*)

e Moindres carrés récursifs avec facteur d’oubli (RLS):

Ry
Ly

(1= )Ry + per9l, Ro=ol, >0
Rt_lsat

1l

o Moindres carrés stabilisés (0 < p < 1)

Ly = Ty
Iy = (up~'Ry+T7 1)1
Ri = (1—-p)Ris1+ppiel, Ro=

ABSTRACT

The paper addresses the problem of tracking random drif-
ting parameters of linearregression system. We study the
asymptotic properties of several estimation algorithmsin the
limit of slow drift. The basic tool is the central limit theorem
for a class of stochastic difference equations established un-
der weak conditions on disturbances and observations. The
estimates of the rate of convergence obtained in the paper
allow us to develop the asymptotically optimal algorithms.

Remarques: Ces algorithmes sont bien connus (cf. [6]) &
Pexception des moindres carrés stabilisés. Ce dernier a été
congu comme une version régularisée de MS et RLS 4 la fois
(cf [4)).

Le point théorique principal de D’article est le théoréme-
limite central pour les équations aux différences developpé en
section 2. Il donne une approximation en horizon infini pour
la distribution asymptotique de erreur 8; — 8; de I’équation
(2). Nous donnons ensuite un guide pour 'application de
ce resultat aux algorithmes d’estimation. En section 3 nous
considérons les algorithmes décrits ci-dessus et on donne des
conditions d’obtention du théoréme-limite central ainsi que
les expressions de la covariance asymptotique de 'erreur.

2 Resultat fondamental

2.1 Théoréme-limite central

On se donne un espace de probabilité {2, F, P}. Considérons
le processus (A¢), A; € RN satisfaisant I’équation:

Ay=(I = pP)Arq+pG Ao eRY (3)

ol u < o est un réel positif, (P;) et ({;) sont des pro-
cessus aléatoires, 3 valeurs dans RV*Y et RN respective-
ment. Nous allons énoncer (sans preuve, faute de place) le
théoréme-limite pour la solution A; de (3). On autorise les
processus P; et (; & dependre de p, mais on suppose qu’on

~ peut les décomposer de la fagon suivante:

P. = P+ P (4)
G = Q+G : (5)

P? and ¢ ne dépendent pas de u et P} et (; satisfe-
ront des hypothéses particuliéres. Supposons qu’existe un
processus strictement stationnaire (P?P,(?,X:) and F; =
of{..., P2, ¢0, X1}, tels que P{,(} € F;. Les hypothéses sont:

[A1] Pl =(PY)T >0, EP? >0, E|P?|? < co.

[A2] (P?) and (¢?) sont des processus strictement station-
naires ergodiques.

[A3] T (EIE(QIF)HYV? < 0
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[A4] limyu—op~/?sup, E(|¢]) =

[A5]
faisant:

Il existe un processus stationnaire ergodique p; satis-

Pl < i, lim E(sup [p]%) =0

un<uo

sup E([py)*) < o0

Théoréme 1 Sous les hypothéses A1-AS5, le systéme (3)
avec loule condition intliale déterministe Aq satisfail

lim lim ¢~ %A, = N(0,V)

U—0t=—00

en loi (6)

i.e. uwY2A; converges en loi vers la variable Gaussienne de
moyenne nulle et de covariance V, ot V est la solution de
I’équation de Liapounov

BV +VB=S, (7)
T 3 BT + BT

Notons que les hypothéses A2, A3 garantissent ’existence
de Sp < oo.
Le sens precis de la limite ci-dessus est

avec B = EPY et Sy = EC3¢S

lim lim sup | E[f (4~ Ae)] = E[f(N(0,V)]] =
=0 tao
pour toute fonction f continue bornée.

Remarques: . Ce résultat sera appliqué a A; = 8; — 6. No-
tons que les hypothéses du théoréme donnent une approxi-
mation en horizon infini. Ceci constitue une difference ma-
Jeure avec les resultats habituels d’approximation, o ’on
prouve la convergence faible sur un interval fini d’ordre
y~1. Comparons le théoréme 1 avec des résultats analogues
comme le théoréme 4.15, partie 2 de [1] ou le résultat cor-
respondant de [5]. En fait ces résultats demandent implici-

tement que les trajectoires (6;) de I’équation (3) soient bor-
nées. Par ailleurs, la condition sur la dépendance de la suite
(P;) dans le théoréme 1 est plus explicite et moins restric-
tive que celle, par exemple, du théoréme 4.15 de [1] puisque
Pergodicité seule est réclamée.

Comparé avec les résultats obtenus dans (3], [13], [8])-
[10] cet article ne considére pas les moments de §; — 8, (qui
peuvent trés bien étre infinis) mais s’intéresse a la limite en
loi de ces processus. L’avantage notable de cette approche
est la faiblesse des hypothéses imposées dans le théoréme.
Remarquons que les conclusions du théoréme n’impliquent
pas la convergence en loi de u~1/2A, pour p fixé; il est sim-
plement dit que la distance entre la distribution de p~1/2A,
et la Gaussienne tend vers zéro.

2.2 Utilisation du théoréme 1

L’équation (2) conduit & la récursion suivante pour l’erreur
d’estimation &; = 8; — 8

& = (I—pLpl)be-1+ pLie; — ywr (8)
et si I’on pose

8 = (1= L), + iiLser, 659 =6

67 = (- pLepT)6®, ~ Viw, 5§ =0

AT = R8O

alors

O (2)
16 9
= Vsl + ©

et I’équation (3) equivaut & (8) avec

Pt - ( Lt@0$ 0 )’ Cz . < I;;jt ) (10)

0 Ly

Donc, quand u tend vers zéro, 8 est donné par I’équation (9)
olt le vecteur (6(1), 6(2)) is approximé (indépendemment de
) par un vecteur Gaussien de matrice de covariance d’ordre
1. Notons que le choix optimal du gain est x4 ~ 7. Les cas
i = o(y) ou ¥ = o(u) ne sont pas dénués d’intéret car, en
pratique, le parameétre v est assez difficile & estimer. Intro-
duisons la notation suivante

Definition 1: Soit
8 = st + L6
1 = /16y B 1

otl 6,(1) el 6,(2) sont deur processus aléatoires dépendant du

paramétre p seulement. Si (651),@(2)) converge en loi vers la
variable Gaussienne N{0,V), avec

AR
=(%0)

alors, on notera & = N(0,uV1 + 1;\/2)

3 [Etude des algorithmes

Afin de simplifier la presentation on supposera que e; et w;
sont des accroissements de martingale.

On note F; = o{...,v141, 1, ws } et G’ la tribu invariante
de la filtration (¢, e, wy). On considérera les hypothéses:

[B1] (¢, €, wy) est une suite stnctement stationnaire er-
godique; E(etlf, ) = 0, BE(w|Fi_;) = 0, Be} < oo,
E(e?|Fi_1) = 02, B(wew]|Fi_1) = Ru, et E(weF{_,) =
0.

[B2] Elp|* < 0 et Eprpl > 0.

B3] T'=rT>0.

3.1 Algorithme de Widrow (LMS)

On considére I’algorithme [14]

‘P;Tét—l) (11)

ainsi qu’une version modifiée

ét = ét—l + pulo(yr —

; S

b, =8 I‘———————-———— T4, 12
t t-1 T M 1+ 2¢7 To, —; 0i1) (12)

Posons D = E(plgo;r et définissons les matrices V; a ’aide
des équations de Liapounov

IDV, + V\DT = ¢?I' DT (13)

DV, + VoDl = R, (14)



1éoréme 2 Sous les hypothéses B1-B3, lalgorithme (11)
(12) (pour ce dernier on exige aussi Elp:|® < 00) satis-
il

b, — 0, < N(0, uVi + Vay? /1)

emonstration: Posons

8 =T~Y2(6, - 8), 3y =T %0, Wy = =12y,

50 __ = =T 0 _ [ et
Py = & G = ( Wy >

=~ =T Bre
Bl = PP 1=<ﬂ“7m“>
! T+ ul@ 0,

vec ces notations, il vient

6 = /s + 87/ /R
Ay = D, 6y satisfait
Ay = (I = pP)Asy + il

- Pi o0 .
P = ( 0 i ),C1=Cz'-
n choisit i=0 ou i=1 pour ’algorithme (11) ou (12) respec-
vement. Les processus P2, ¢ vérifient A1-A5 du théoréme
et donc le théoréme est immediat pour I’algorithme (11).
Notons que P} se decompose en P} = PP + P{ ol
—u AR
1+ p|@e?
n vérifie sans peine que ’hypothése A5 est vérifiée. De plus,
Bl - ¢ S nE(1:*)oe

> qui implique A4. On peut donc appliquer le théoréme 1.

P!

Pour terminer I’étude asymptotique de I’algorithme de Wi-
row, développons sa version optimale. Soit u = «. Alors

7~1/2(ét —_ 91) 2-) N(O, V3)
1 V3 = Vi + V5 est la solution de ’équation:
I'DVs + V3DT = ¢2T'DT + Ry,

)n a alors le corollaire suivant:

(16)

Jorollaire 1 Considérons une matrice de gain I'* satisfai-
ant

rprr = 22,
UC

{lors pour tout choiz de T satisfaisant B3
V(D) > V(") = o2I".

La démonstration de ce résultat se trouve dans [11]. No-
ons que V(I'*) vaut

V(F*) :a,eD—l/2(D1/2RwDl/2)1/2D-—1/2 (17)

5i les bruits e; et w; ont une distribution Gaussienne, cette
raleur est la plus petite possible qu’un algorithme d’estima-
ion puisse atteindre (cf [11}).

3.2 Algorithme LMS normalisé

On considére ’algorithme

(p ~
‘—"‘tle(yt - ()oz‘et—l)-

b, = 6,_ r
t -1+ 4 1+ o

(18)

1l fut introduit dans la littérature (cf [9]) comme une mo-
dification du LMS habituel. La stabilité dans L, de cette
méthode a été prouvée dans [9] et des estimées de la vitesse
de convergence y sont données.

On note D = EpipT (1 4 |@:]?)~! et G = Eprof (1 +
l¢]|2)~2. Remarquons que si B2 est satisfaite alors D > 0
et G > 0. Définissons les matrices V; par les équations de
Liapounov

I'DV; + Vi DT = ¢?TGT
I'DV, +VoDI' = R,

Théoréme 3 Sous B1-B3, l'algorithme (18) satisfait

ég — 0,: = N(O, /J,Vl + VQ‘TZ/[J)

La démonstration est analogue a celle du théoréme 2.

3.3 Algorithme avec facteur d’oubli
8, satisfait ici I’équation
2

= 61— pRT ey — 67 100)
Rt =

19
(1= p)Ri-r + uprpy, Ro=ol (19).

avec p > 0. Posons D = EppT, Vi = 02D7}[2 et Vo =
R, /2
Théoréme 4 Sous Bl et B2, I’algorithme (19)

b — 6, < N(0, pVi + Vor* /1)

Des conditions suffisantes pour la stabilité dans L, ainsi

que des estimées de la vitesse de convergence se trouvent
dans [3] et [13].
On aura besoin du lemme suivant (admis):

Lemme 1 Soit (p;) un processus slationnaire ergodique d

valeurs dans RY, Ep;¢l = D and E|p:|* < c0o. Définissons
R, par

Ry=(1—p)Ri—1 + perey, Ro=0l>0
Alors  supy.,cisup, E|Ry — DJ? < oo, et
limy—olim;— o E|R; — DJ* = 0. '

Démonstration du théoréme 4: On ne considérera que
le cas y = 7. Le processus z; = R;(6;—0;) satisfait ’équation

(cf. [2])
oy = (1= 7)1 + Yprer + YRywe.
On peut alors faire la décomposition

2y = By + by

o
S
{

(1 = 7)8t-1 + ¥(Re — D)wy, §0 =0
(1 = ¥)&t-1 + vpres + YDwe, To = zo.

&
-
]
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On déduit du lemme 1 que les conditions du théoréme 1 sont
satisfaites par le processus (Z;); par conséquent

12z, 2 (0, V)
avec V = 02D+ DR, D. Puisque (R; — D)w; est un accrois-
sement de martingale, on a

El&|* < (1 = 7)?Elbi-1]* + v*|Ru|E|R: ~ DJ* = o)

Donc v~ /25, £ 0. Le lemme 1 permet de conclure que pour
tout 0 < & < 1/2 1l existe p(e) tel que P(|R; — D| > ¢€) < ¢
dés que i < p(e). Bt done P(|R;7 =D~ > 2271 (D)e) <e.
Ceci entraine que v~ Y/2(R; 'z, — D~ 1z,) £ 0 et =124, -
Ht) ~ D—'lilf-t.

Notons que si g = 7, la matrice de covariance de erreur
normalisée V = (02D~ 14+ R,,)/2 differe de la valeur optimale
(17). Cette méthode n’est donc pas optimale.

3.4 LMS stabilisé

6, satisfait 1’équation

6, = 6,1+ 1o (ye ~— %Tét—l) (20)
Iy=(up 'R +T" )", T=1T>0 (21)
Ry=(1=p)Reo1+ porof, Ro=0. (22)

Ici 0 < p < 1et pu>0sont les parametres de ’algorithme.
Quand g — 0 les équations (20) - (22) peuvent étre vues
comme une version régularisée du LMS (11) avec le gain
constant I et également, comme une version régularisée de
Palgorithme avec facteur d’oubli. L’avantage de cette mé-
thode est la stabilité dans L, pour toutes valeurs de p et p
sous certaines conditions d’excitation (cf. [4]).

Théoréme 5 Sous B1-B3, lalgorithme (20) - (22) salisfail
b, — 0, < N0, uVy + Vay?/u)

od Vi et Vo sont définies par (13) et (14).

Demonstration: Posons P? = T; alors T, = P2 + P/ ou
P/ = —I(T+ptprR7H)7IT,

et
1Pl < TP+ a7 R D)™ < TP e~ Ryl

Introduisons la version stationnaire de la suite (R;):

S

[}

0
p Y (L=p)Teie]

j=—
(1= p)St—1 + P%SD;T

Remarquons que

St =

St b Rt = (1 - p)(St-l il Rt_l)
et Ry = 0 impliquent B; < 5;; donc le choix

pio= ITPee! (S
satisfait [A5]. Le démonstration se termine comme pour le
théoréme 2. ]

Puisque I’expression de la covariance asymptotique de |’er-
reur est la méme que dans le théoréme 2, le corollaire 1 reste
vral pour ’algorithme (20) - (22).
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