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RESUME

Une nouvelle technique de filtrage optimal non-linéaire
des systémes 2 réalisation bilinéaire est développée. Celle-ci réa-
lise 1a projection (au sens du minimum de variance) de I’état 2 es-
timer sur une classe fermée de séries de Volterra finies 3 noyaux
séparables. L’estimateur 2 horizon infini obtenu est réalisé par un
systeme bilinéaire nilpotent de dimension finie. Les parametres du
filtre sont calculables hors ligne 2 partir de ceux du modele du
systéme bilinéaire 4 estimer. IIs font appel 2 la connaissance des
moments d’ordre égal A deux fois le degré de la fonctionnelle de
Volterra désirée. Deux applications sont traitées 2 titre d’illustra-
tion : I'estimation de la covariance du bruit dynamique d’un
systéme linéaire (probléme connu pour ne pas avoir de solution
par V'approche linéaire) - I'estimation de I'état d’un systéme
linéaire 2 perturbation non-gaussienne (de type sauts a occurrenc-
es poissoniennes) oii I’amélioration des performances est trés net-
tement mis en évidence par augmentation du degré du filtre
(linéaire, linéaire+quadratique, linéaire+quadratique+cubique).

1. Introduction.

Par définition, le filtrage optimal linéaire est incapable
d’extraire les informations non-linéairement liées aux observa-
tions. C’est malheureusement le cas dans de nombreux problémes

pratiques. A titre d’exemple, citons le probléme d’estimation de.

1a covariance du bruit perturbant la dynamique d’un systéme
linéaire connu pour étre inobservable par un fonctionnelle linéaire
des observations. De plus, pour un syst2me linéaire mais non-
gaussien, le filtre de Kalman est connu pour ne pas étre le filtre op-
timal. Un filtre non-linéaire peut donc améliorer la qualité d’esti-
mation. Dans toutes ces situations, il est nécessaire de travailler
avec des fonctionnelles plus générales.

La classe 1a plus générale, de type probabiliste, est celle
des estimateurs simplement mesurables par rapport 2 1a tribu des
observations et conduit 2 1’espérance conditionnelle, générale-
ment irréalisable en dimension finie. D’autres classes, de type
statistique, sont intermédiaires entre celles-ci et les fonctionnelles
linéaires ; elles utilisent comme estimateur des fonctionnelles
polynomiales (série de Volterra de degré fini k) dont 1’optimalité
est déterminée par I’autocorrélation de degré 2k des observations.

11 y eut plusieurs travaux dans cette direction, en automa-
tique et traitement du signal, dont les plus connus sont ceux de Za-
deh ([1]), Wiener ([2]) et Pugatchev ([3]) mais sans atteindre la
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réalisabilité en dimension finie qui fit le succes des estimateurs
linéaires de Wiener ([4]), Kalman ([5], [6]) et Bucy ([6]). Men-
tionnons de plus quelques résultats utilisant des fonctionnelles de
Volterra sur un horizon fini, connus sous le nom de filtres trans-
verses ([7], [8]). Ces filtres sont obtenus par projection orthogo-
nale sur un passé limité des observations. Remarquons qu’une
telle approche ne permet pas d’inclure comme cas particulier le
filtre de Kalman qui lui travaille sur un horizon infini.

Dans le cas général, 1a fonctionnelle de Volterra n’est pas

_ réalisable de par :

® la nature du syst2me traité,

® ]aclasse d’estimateurs utilisés.

En ce qui conceme le premier point, nous étudions la
classe des systtmes 2 réalisation bilinéaire pour deux raisons.
D’une part, celle-ci est relativement générale car dense dans celle
des systémes non-linéaires analytiques ([9], [10]) ; d’autre part,
les mofents de ce type de syst2me sont récursifs en prédiction.

Concemnant le deuxitme point, nous considérons la classe
des séries de Volterra finies A noyaux séparables, c’est 2 dire
préservant la récursivité ([11], {12}, [13], [14]). Plusieurs travaux
antérieurs avaient utilisé de tels estimateurs, mais en fixant a pri-
ori certaines contraintes sur les noyaux ([15], [16], {17], [18]).

Ces résultats restaient donc perfectibles et nous donnons
ici les noyaux optimaux en ne fixant a priori que degré et ordre




de séparabilité de la fonctionnelie de Volterra souhaitée. Nous dé-
terminons ces noyaux de sorte que 1a série fournisse I’estimateur
optimal dans cette classe au sens du minimum de variance, L'é-
tude est effectuée pour les systémes 2 temps discret. Nous mon-
trons que pour des systémes stochastiques a réalisation bilinéaire
et observation linéaire, la mise en oeuvre de cet estimateur, ¢’est
A dire le calcul récursif de ses paramétres est lui-méme obtenu en
dimension finie.

Finalement, nous présentons deux applications de cette
technique : I’estimation de la covariance des bruits internes dans
un systéme linéaire et I’estimation d’un systéme lin€aire gouverné
par des bruits non-gaussiens (ponctuels en ’occurrence).

2. Position du probléeme.

Considérons le syst¢me bilinéaire suivant :

r
x,=Fx,_;+ 3 (Gx,_,+g)w
4 t~1 :Z:,Z -1 ! (2.1)

- 1
Y =Hx +w

L'état x € R", w et v sont des bruits blancs discrets in-

dépendants, I’observation y € R. Nous noterons X I'estimateur de
x.

Remarquons qu’il n’y a pas de restriction 2 ne s’intéresser
qu’a I’estimation de I'état et non a une fonction polynomiale de
celui-ci. En effet, il est toujours possible de construire le syst®éme
bilinéaire augmenté dans lequel le polyndme apparait comme état
de ce nouveau systéme.

3. Réalisabilité des séries de Volterra.

Soit y, le signal d’observation. Soit % le terme a réaliser.
Une série de Volterra de degré d a la forme suivante ;

d 1t Te-1
=Y Y e Y Wbty Yy, ()
k=1t,=0 1,=0

On peut montrer que cette série de Volterra est réalisable
par un systéme bilinéaire si les noyaux W, sont séparables ([9],

{10J).
3.1. Propriété de séparabilité.

Un noyau W est dit séparable s’il peut etre développé en
une série finie de sommes de produits de fonctions monovari-
ables. Ceci peut s’écrire sous la forme tensorielle suivante :

W1, ...T) " =
22 Ky ) K (11} (K (1) 121K, (1)1

=1 i=1

Les entiers ny, ..., n, sont les différents ordres de sépara-
bilité en les variables (1, 7,), ..., (T,, t) respectivement ; n,
est la dimension de %.
3.2. Réalisation dans I’espace d’état.

Proposition 1. Si les noyaux sont séparables comme dans , alors
unterme de degré k de la fonctionnelle (3.1 )peut étre réalisée par
le systéme bilinéaire nilpotent (au sens de I'algébre de Lie des
champs de vecteur) suivant :

& = (&) +Ky g, eR™E (0) =0

&, = (&) +K)&y E,e R™%E,(0) =0
$ 3.2)
E,= (8) +K£E,_y EEeR™ME(0) =0

& Py LR
. X = Kk+1§k XeR

o & =E(1), (B). = E(1—1), K, représente le vecteur de

composantes Ki‘ et K, V1 = 2...k sont par définition les matri-
ces K .0
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Sans perte de généralité, on peut considérer que tous les or-
dres de séparabilité sont égaux. Avec cette hypothése,on a:

Proposition 2. §i vj,j = 1...k, n = np le systéme (3.2) peut

étre réalisé par :
[ 2= A (z)) _+Ay

2,= Ay (2,) _+zyy

3.3
7= A (20 _+2,_yy
=2z
.
Preuve : Le changement de variables suivant :
Vi=1l.kz =K K. K_§etx=z (3.4)

donne le résultat. W

Remarquons que dans cette représentation, les paramétres
A, (1) apparaissent linéairement dans I’expression de I’estima-
teur %. Ceci a pour objet de faciliter le calcul d’optimisation de
ces parametres dans la suite de I’exposé.

4. Optimisation de I’estimateur.

Nous utiliserons les notations suivantes : ¢7 pour la trans-
posée de @ et E [¢] pour I’espérance mathématique.

Pour de nouveau simplifier I’exposé, nous nous limiterons,
sans perte de généralité, 2 la génération d’un seul noyau de degré
k.

I1 s§’agit de minimiscr I'erreur quadratique d’estimation
J = E[ (x,—i,)T(x,—J‘c,)] par rapport aux parametres

{A; (1), Vi=0...k, VT 20} etceciachaquepas ¢t >0.En vertu
du principe d’optimalité, rappelons que si les paramétres sont op-
timaux sur les intervalles [0,7- 1] et [0, ], ils doivent alors
étre optimaux sur I'intervalle [¢— 1, ¢] . Ceci nous améne au cal-
cul récursif des paramdtres étant donnés les

{A;(1),Vi=0...k, VT =0...1- 1}, il s’agit de trouver les

{A; (1), Vi=0...k} quiminimisentle critére J,. On peut remar-
quer que J, est la fonction de Bellman sur I’horizon passé du
probleme d’optimisation posé ici.

Proposition 3. Les paramétres du filtre optimal vérifient le
systéme d équations linéaires suivant :

k

Vi= 0.k Y AE[(z)_(z)Ty*] = Elx(z)) 71
j=0

0(4.1)




11 apparait donc que le calcul des parametres fait appel a
I'inversion de ce syst®me linéaire précédé par le calcul des es-
pérances E [ (z;) _(z,) fyz"""’] et E{x (z,~T) _y""] . Ces quan-
tités sont calculables en dimension finie grice au caractere
bilinéaire du modele de I’observation y,.

Proposition 4. S le systéme qui engendre le signal d’ observation
¥, est bilinéaire, alors les espérances des équations (4.1) sont
réalisables en dimension finie.(

Eléments de preuve : A I'étape ¢, les valeurs des
A;(t—1) sont supposées connues. En vertu de I’équation (3.3),
il est clair que le degré de z; est i en y (cela signifie que z; est un
polyndme de degré i des y, T = 0...1). De plus, I’observation y
étant linéaire en x, z; est aussi un polynéme en x de degré i. Par
conséquent, le degré de E [ (z) _(z) Ty2k=i-J] est égal a 2k en
x alors que le degré de E [x(z]) y*™‘] est k+ 1. Le modele

étant bilinéaire, le degré d’un polyndme quelconque en x est con-
servé en prédiction. L’objet du paragraphe suivant est de donner
les formules de calcul explicite des paramétres du filtre.

5. L’algorithme.

Le calcul de I’évolution des espérances étant particulidre-
ment difficile, il est nécessaire de récrire le modele sous une forme
purement bilinéaire.

5.1. Représentation purement bilinéaire d’un
systéme bilinéaire.

Nous utiliserons par la suitc la notation tensoriclle clas-
sique qui permet d’omettre le symbole de sommation lorsqu’un
indice apparait deux fois. Avec cette convention, le modele (2.1)
peut &tre écrit sous la forme suivante :

X = (Fj+G, w)xl +gw\Vi,j=1..n,¥1=1.r (51)
Proposition 5. Le systéme bilinéaire (5.1) peut étre représenté
par le systéme purement bilinéaire suivant :

X = 5} xw
Y= H i x w!
Ajoutons une nouvelle composante au vecteur d’état x, soit

Q(5.2)

x° = 1, et une nouvelle composante au vecteur de bruits w, soit

w® = 1.1l est clair que 1’équation (5.1) prend alors la forme an-
noncée. Il en va de méme pour I’équation d’observation. W

5.2. Calcul récursif des moments.

La Proposition 3. indique que le calcul des parameires du
filtre exige la connaissance des autocorrelations de I'état x au
moins jusqu’al’ordre 2k. Par conséquent, il est nécessaire de con-
naitre les moments du bruit w également jusqu’a1’ordre 2k. Défi-
nissons :

Q"' = E(w...wh] (53)

En utilisant le modele bilinéaire (5.2) de x, d’aprés 1'équa-
tion (4.1), le calcul des parametres fait appel a I’actualisation 4
chaque pas de I'ensemble suivant d’espérances :
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iL,j=1

k
B(t) = {E [zf’xk’.‘.x""‘”] |

A(n) = {E[Z§z}"xk‘...x"““-f]}
(5.9)
C () = {E([£.. x5, E[x"..2%1))

Les éléments de A (¢) s’obtiennent pour i,,i, = 1...k et

p = 2k—i, — i, par 'ensemble d’équations suivant :

4 L

m_my k L z z m, m,
E[z‘-] Z XX ] = T

p=0p,=0
L) b k, b+iy=p —p;
E[(zpl)_(zpz)_x Xy ]
avec,pour ¢ = i, +i,—p;—p,

k k —k, %, — —
E[(z) () x*.xy) = Cipjyoe Gl s Hiymy oo Hiym,

(5.5)

= =1 q q i i T r, oo My ..M S .05,
Groy-Gr o E[ (ap)_ (250 x2..xlexll x| @hremmmetinse
De manitre analogue, les espérances de B (#) et C(¢) sont
récursives.

6. Applications.

Remarquons tout d’abord que pour le filtre de Kalman les
coefficients sont calculés hors ligne. De plus, I'espérance de I’er-
reur quadratique de filtrage est calculable a priori.

Pour illustrer I’efficacité de la technique présentée, nous
nous intéressons A deux applications :

# L’estimation de la covariance d’un systeéme linéaire

® L’estimation de I’état d’un syst®me linéaire mais a bruits

non-gaussiens.

6.1. Estimation d’une covariance.

Considérons un systéme linéaire scalaire dont la covarian-
ce du bruit de dynamigque est inconnue et fluctuante. Si on définit
I’écart type ¢ de ce bruit comme un nouvel état, le syst®me com-
plet peut &tre représenté par le systtme bilinéaire suivant :

— 1
{o,- O,_, +Ew,

6.1)
x, = fx,+ C)',w,2

Ye= XtV

ot w!, w? sont des bruits blancs normalisés et indépen-
dants alors que v est un bruit blanc indépendant de variance R.
Les fluctuations de ¢ sont réglées par le parametre €. Il est néces-
saire de considérer des fonctionnelles au moins quadratiques des
observations pour estimer la variance de ce bruit 62 = Q. Nous
nous limiterons ici 4 un estimateur quadratique de Q.

“ r
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i 1Y
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|
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i
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Figure 6.1

‘Variance estimée




406

Variance réelle

Variance estimée

e M

2000 000 a0B0  S000 6900  POM0 0006 $IR0 36099

Figure 6.2
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6.2. Bruit non-gaussien.

Considérons un syst®me linéaire scalaire 3 perturbation
blanche mais non-gaussienne. Le signal d’observation est linéaire
2 bruit additif blanc gaussien.

x,=fx,+T, 62)
yl = xl + v!

Dans ce cas, le filtre de Kalman est sous optimal. Par con-

séquent, un filtre de Volterra peut améliorer la qualité d’estimation

de I’état comme le démontre 1'exemple suivant. Soit 7T, un pro-
g(AN-1)

olt N est un processus de comptage de Poisson de fréquence

cessus a sauts défini de la maniére suivante : T =

A.La comparaison entre trajectoires est visible sur ia Figure 6.3,
Sur la Figure 6.4, sont comparés les erreurs quadratiques moy-
ennes des estimateur linéaire et de Volterra.

10

Trajectoire réelle (plein)

Filtre quadratique

Filtre de Kalman ]

Linéaire + Quadratique

0. 0%

,;W\W

Linéaire + Quadratique non-biaisé -

Linéaire + Quadnuqnc + Cubigue non-biaisé

. 106 260 08 “m %9 L 700 00 00 1000

Figure64. f =0.1,g=3,A=0.1,R=0.1.

7. Conclusion.

Dans ce travail, nous avons traité le filtrage polynomial &

horizon infini pour les syst®mes stochastiques bilinéaires. L'esti-
mation s’effectue dans 1a classe des séries de Volterra finies a
noyaux séparables. Le probléme consiste & déterminer ces noyaux
de sorte que la série correspondante fournisse I’estimateur opti-
mal au sens du minimum de variance. On montre alors que ce
dernier est obtenu récursivement et réalisable en dimension finie
pour les systémes bilinéaires.

Deux exemples types ont été traités : I’estimation de la va-
riance d’un bruit de dynamique par un filtre quadratique — Pesti-
mation de I’état d'un systéme linéaire 3 perturbations ponctuelles
par des filtres quadratiques puis cubiques. Dans ce cas, 1’amélio-
ration de la précision d’estimation avec le degré de la fonction-
nelle utilisée est trés nettement mise en évidence par la
simulation.
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