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RESUME

Cette communication propose un réseau de neurones a
sigmoides qui permet la décomposition en ondelettes d’un
signal & temps discret.

1 Introduction

La représentation ou I’approximation d’un signal par une
famille de signaux élémentaires est un sujet important en
traitement du signal. Une telle représentation a souvent
pour but de faire apparaitre des propriétés temporelles et
fréquentielles d’un signal qui permettent de le caractériser
et de le traiter.

La décomposition sur des bases d’ondelettes est apparue
comme un moyen de représenter un signal en révélant ses
propriétés locales dans le domaine temps-échelle [1]. Dans
ce cas, les signaux élémentaires sont obtenus par décalage
et dilatation d’une méme fonction, appelée ondelette meére.
Les problémes liés & ’existence de bases orthonormées
d’ondelettes sur lesquelles on peut décomposer tout signal
de L?(IR) ont fait I'objet d’un grand nombre de travaux
récents [1]- [7]. Le calcul des coefficients apparaissant dans
une telle décomposition, qui sont des produits scalaires du
signal et des éléments de la base considérée, peut se faire
de plusieurs fagons. La plupart du temps, les signaux a
traiter sont discrets. Les produits scalaires sont alors ap-
prochés par des sommes de Riemann faisant intervenir une
discrétisation de l'ondelette et les échantillons du signal.
Le principe de cette derniére consiste & déterminer une on-
delette ¥(¢) en un nombre fini de points et & utiliser des
interpolations éventuelles de 1 (¢) pour calculer les produits
scalaires du signal avec chaque élément de la base construite
A partir de ¥(t) par décalages et dilatations. Pratiquement,
deux difficultés majeures apparaissent :

1. la détermination de l’ondelette pour une discrétisation
désirée ;

2. le calcul des produits scalaires.

Ces deux points sont généralement résolus par une méthode
fondée sur 1’analyse multirésolution [2] [4] [7] qui sera rap-
pelée dans la Section 2. Nous proposons une méthode,
fondée sur la modélisation de ’ondelette 9(t) a 1’aide d’un
réseau de neurones, qui permet de répondre en méme temps
aux deux questions posées.

Dans le méme ordre d’idées, signalons ’existence de travaux
récents [11] [10] qui introduisent conjointement les réseaux
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de neurones et les ondelettes mais dans un but différent du
notre.

2 Décomposition sur une base d’ondelettes
anklin (1927), de Littlewood-Paley (1930)

wood-Paley (1930),
de Caldéron (1960), de Stromberg (1981) et Grossmann-
Morlet (1984) présentent beaucoup de similitudes et ont
conduit & ce qui est couramment appelé ” décomposition en
ondelettes”. Les travaux plus récents de I. Daubechies, de
Y. Meyer et de S. Mallat ont donné plus de précisions sur ces
décompositions. En particulier, I'introduction de l’analyse
multirésolution a permis la construction de fonctions parti-
culitéres, dénommées ondelettes & support compact a par-
tir desquelles ont peut déduire par un procédé trés simples
des bases hilbertiennes pour 'espace L?(IR) des fonctions
de carré sommable. La définition de la fonction ondelette
n’est pas unique et introduit des conditions plus ou moins
restrictives. En général, une fonction %(t) de la variable
réelle sera appelée fonction ondelette de base si elle vérifie
les conditions proposées dans [3].
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2.1 Transformée en ondelettes

Associons a une fonction ondelette de base la famille double
et non dénombrable de fonctions 4, 3(t), définies par

Yap(t) 2 Ve [9lat—b)], acRbeR. (1)

Considérons ’opérateur 7, appelé transformée en on-
delettes, de L2(IR) dans L2(IR?) qui associe 4 toute fonction
z de L?(R), la fonction & deux variables, T;(a,b), définie
par .

Ty(a,b) 2 f " o) Ban(t) dt 2 T(a). @)

— 00
Pour chaque couple (a,b) fixé, la valeur prise par Tz(a,b)
peut donc s’interpréter comme le produit scalaire de z par
la fonction 4 3(). On impose généralement a 1 de vérifier
la condition suivante dite condition d’admissibilité :
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ol {ﬂ désigne la transformée de Fourier de . Si v vérifie
cette condition d’admissibilité, on peut montrer [7] que
Popérateur 7T conserve la norme et que le calcul de z & partir
de son image 7 (z) est alors toujours possible. Un probléme
pratique important consiste & trouver les conditions qui
permettent de reconstituer exactement z(t) 4 partir d’un
ensemble dénombrable d’échantillons % (a;, b)), (4, k) € Z°.
On considére alors la famille double et dénombrable de fonc-
tions 1; ;(t) définies par

Yiu(t) £ ab P w(alt - kbo), (iW)eZ®  (4)
obtenue a partir de 9 pour
aal, b2 kboay’. (5)

On associe ensuite & 2(¢) la suite numérique double définie
par

[e0]
To(G, k) 2 / (t) ¥; (t) dt. (6)

J—00
Le probléme est de savoir sous quelles hypothéses sur ag,
bo et %, la suite double (wj,k)(j,k)ezz est une base hilberti-
enne de L*(IR). Une analyse générale de ce probléme est
donnée dans [7]. Dans la suite, on se limite au cas partic-
ulier important qui correspond & ag = 2 et by = 1. On a

donc:

Gis) 2IPY@-k), Ghe.  (7)
2.2 Construction d’une base d’ondelette

La construction dune base d’ondelettes (%;1)(;jr)ez2
équivaut & celle de la fonction 1. Cette derniére peut
s’obtenir par Vintermédiaire d’une analyse multirésolution
[5]. Le procédé comporte les deux étapes suivantes.

1. On construit une fonction ¢ de L?(IR), appelée fonction
échelle, vérifiant ’identité temporelle :

2950 = 2 sl — k) Q

k=—c

ol les hy sont astreints & des conditions générales [5] [6].
2. On construit une fonction ¢ & partir de la fonction ¢ par
I’identité :

L= S wet- ) ©)

k=—o0c0

ou les g sont tels que les deux suites (hx)rez et (gi)rez
soient les réponses impulsionnelles de deux filtres miroirs en
quadrature (Quadrature Mirror Filters : QMF).

L’algorithme qui permet de construire numériquement la
fonction échelle & partir d’une suite (hy)rez est fondé sur
la relation (8). Cette relation signifie que la fonction ¢ est
un point fixe de opérateur H de L*(IR) dans L(IR), défini
par

H(() =2 > hep(2t — k). (10)

k=—o0

En général la suite (hg)rez est supposée finie, ie. hy = 0
pour £ < 0 ou £ > N. Si de plus, cette suite vérifie
les conditions nécessaires & 1’existence dune analyse mul-
tirésolution, ce point fixe existe et il est unique. On peut

alors le calculer de maniére itérative comme limite de la
suite de fonctions définie par :

Sns1(t) 2 H[4(1)] (11)

la fonction de départ ¢g pouvant étre prise égale & la fonc-
tion indicatrice de lintervalle [0, 1]. On obtient des on-
delettes & support compact [6]. On peut établir facilement
a partir des relations (8) et (9) les récurrences suivantes:

$i-14()=V2 > hn_odin(t) (12)

n=—00

et

i1 k(t) = V2 Z In—2k8j n (1) (13)

n=—o0

ol les ¢; 1 sont définies & partir d’'une méme fonction ¢
selon la relation (7).

2.3 Décomposition d’une fonction sur une base
d’ondelettes

- Le probléme consiste & déterminer les projections d’un
signal sur la base orthonormée (4,1 ); k)ez2- Sil’on désigne
par Ij i et z;x les projections de z(t) sur ¢; x et ;1 res-
pectivement, on obtient & partir de (12) et (13) les relations
suivantes :

Bioip=V2 Z hn_2rZjn (14)

n=—00

et

00
i1k = \/2— Z gn—2ka_7j,n~ (15)

n=—00

Ces relations permettent done de calculer toutes les suites
(zjk)rez poUr j = jo — 1,50 — 2,...,—co & partir d’une
suite particuliere (Z;, t)rez. Comme les &;,  sont définis
par

(e}

Zjo s / (8)bj0,(t)dt (16)
— 00

leur calcul nécessite la connaissance de la fonction ¢. Mais

les récurrences (14) et (15) ne permettent pas le calcul des

suites (2; & )rez pour j = jo+ 1,50 + 2, ..., 400 & partir de

(Zjo,k)kez- La décomposition totale :

2t)= Y Y miatiet) (17

j=—o0 k=—00

d’un signal z(t) sur la base ;) ne peut donc pas étre
déterminée récursivement & partir de la connaissance d’une
suite particuliére (x;, »)rez. Néanmoins, pour des fonctions
échelles ¢ & support compact, on peut choisir P'indice 7o suf-
fisamment grand pour que les ¢;,  puissent étre identifiées
a des distributions de Dirac [8] [9]. Dans ce cas, les produits
scalaires initiaux Z;,x, définis par (16), peuvent étre ap-
proximés par les échantillons du signal et la décomposition
(17) peut étre déterminée récursivement. On constate alors
que les effets de bord et les conditions initiales ont une
grande influence sur la précision de P’analyse obtenue par
cette méthode.




3 Décomposition utilisant des réseaux de
neurones

3.1 Présentation du réseau

Le réseau proposé dans cette communication pour
décomposer tout signal & temps discret sur une base or-
thonormée d’ondelettes est représenté sur la Figure 1.
Il est constitué de deux parties, un réseau principal et
un réseau auxiliaire. L’apprentissage du réseau auxili-
aire est réalisé préalablement au traitement principal afin
d’identifier ’'ondelette mére désirée. Cette phase repose sur
la propriété qu’a un réseau de neurones a une couche cachée
d’approximer avec une précision désirée n’importe quelle
fonction continue [12]. On obtient alors la représentation
explicite suivante de ’ondelette meére:

¥() = Y wolast - 6) (19)

ol o(t) est la fonction sigmoidale, les paramétres «; et
v; sont respectivement les poids de la premiere et de la
deuxiéme couche, et les B; sont les termes de biais.

Le réseau de neurones principal proposé pour réaliser a pro-
prement parler la décomposition sur la base d’ondelettes
du signal donné est constitué du réseau auxiliaire dont les
parameétres sont fixés, dupliqué pour toutes les échelles 2/
et tous les retards 27k. Les paramétres échelle et retard
apparaissent donc dans les poids fixes 2/ et les biais k de
la premiére couche du réseau principal (cf. Fig.1). Les co-
efficients z; ; de la décomposition (17) sont alors les poids
de la derniére couche du réseau principal aprés qu'il ait été
optimisé.

Les avantages d’une telle structure sont les suivants.

1. Le réseau auxiliaire est optimisé avant d’étre intégré
au réseau principal et donne la représentation explicite et
dérivable (18) de I’ondelette choisie, pouvant étre trans-
latée, dilatée et discrétisée a volonté.

2. Une fois ’ondelette mere choisie pour ses propriétés de
régularité ou de localisation temps fréquence, son approxi-
mation par un réseau de neurones est utilisable pour anal-
yser un signal quelconque.

3. Puisque les pas d’échelle et de retard assurant le car-
actére orthonormé de la base sont fixés, ’optimisation
du réseau principal revient & minimiser une fonction
quadratique par rapport aux seuls paramétres z;; de
la décomposition en ondelettes. L’apprentissage ou
Poptimisation du réseau principal réalise donc les produits
scalaires désirés.

4. Comme conséquence du point précédent, la correspon-
dance entre les données du signal et la fonction réalisée
par le réseau se fait soit par un simple processus de moin-
dre carrés soit par apprentissage suivant un algorithme de
gradient ou de quasi-Newton. La convergence de ces algo-
rithmes vers un unique minimum est garantie.

5. La décomposition des données sur une base d’ondelettes
est ainsi obtenue & 1’aide de sigmoides connues pour étre
facilement implémentables.

6. Enfin, nous pouvons mentionner comme un avantage
possible de la structure proposée, celui de pouvoir optimiser
les parameétres échelle a et retard b lors de P’apprentissage

plutét que de les maintenir fixés respectivement & 27 et
2=7k. Bien que les paramétres obtenus dans ce cas ne
conduisent pas forcément & une base orthonormée, il se
peut que pour certaines applications ce type d’optimisation
trouve son intérét. On peut citer comme exemple le cas
ol Pon cherche & minimiser le nombre de termes entrant
dans la décomposition. Remarquons encore que la fonction
de colit & optimiser pour ’apprentissage du réseau n’est
alors plus une fonction quadratique et convexe de tous les
paramétres de la décomposition.

Réseau Principal

_Nl

x(r) signal 2 analyser

won

y(t) ondelette
t a identifier
BL

Figure 1: Réseau Principal comprenant le réseau auxiliaire
dupliqué pour tous les termes d'échelle et de retard

Pour toutes ces raisons, le réseau de neurones proposé
peut étre vu comme une implémentation intéressante de
la décomposition en ondelettes d’un signal & temps discret.
Une comparaison plus approfondie entre cette approche et
I’approche par ’analyse multirésolution est 3 ’étude. La
section suivante propose une illustration du mode de fonc-
tionnement du réseau et de ses performances.

3.2 Ilustration

L’ondelette 1(t) choisie pour cette illustration est
I'ondelette de Daubechies de régularité 9 [6]. Elle a été
approximée par le réseau auxiliaire comprenant 36 neu-
rones et optimisé par un algorithme de quasi-Newton. Les
parametres ainsi obtenus pour la représentation explicite
(18) de I'ondelette mére avec une erreur relative inférieure
a4 -40 dB, sont donnés dans les trois tableaux suivants
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12.7651 -7.4259 12.2808 3.1095 12.9977 | -22.9296 | 16.6754 | -6.6066 6.5432 -3.5114 | 34.9941 | -26.8374
-33.4078 3.0175 45.4375 | -11.4561 | 16.7186 | -32.8291 | 23.5567 | -12.7666 | 21.4436 | 3.5283 | 26.4789 | -41.0829
25.0219 | -16.1334 | 36.7933 3.9195 25.2215 | -48.7679 | 26.5296 | -12.1518 | 25.5247 | 4.6338 | 28.7348 [ -41.3067
-29.3577 | 15.6784 | -28.1874 1.9250 -24.1484 | 59.1450 | -14.4257 | 7.5860 -9.7258 6.1742 | -25.7250 | 25.0021
-3.8381 -1.8494 6.6022 1.7573 -9.3523 -2.3945 7.9261 -6.2186 5.4121 1.9252 18.3826 -5.6932
19.7288 | -16.2279 | 29.0061 3.7438 29.3708 | -36.9503 | 33.4108 | -16.3726 | 32.3208 | 5.6953 | 46,9113 | -50.9606
0.7181 -1.2725 -0.8823 0.1202 -1.1173 0.1112 -4.3549 | -12.5863 | -7.2962 | -1.3739 | -3.7220 -1.0378
-6.2410 1.4891 -14.6479 | -26.0223 | -10.4717 8.6328 -3.1266 | -56.7138 | -3.23105 | -0.3326 | -25.9676 | -5.0234
-0.0299 -191926 | -19.1948 0.4101 -8.7196 -8.3416 -3.7937 -7.8157 -6.5285 | -0.7081 | -1.0570 -4.2716

Tableau 1: Parametres du réseau auxiliaire identifiant I'ondelette de Daubechies.

(Tableau 1) donnant respectivement les valeurs des oy, des
B; et des v;. Remarquons que nous n’avons pas cherché a
optimiser le nombre de neurones; ce nombre aurait pu étre
réduit avec un réseau auxiliaire & deux couches cachées.
Nous avons dans un premier travail [13] cherché &
décomposer un signal constitué par une combinaison
linéaire de termes de la base d’ondelettes de Daubechies,
soit :

z(t) = 1.3%(t — 1) — 1.5¢p(t — 1) 4 0.5¢(4¢)
P(2t — 3) + (2t + 3) + (4t — 2).

Les résultats étaient trés bons puisque les coefficients z;
ont bien convergé vers les vraies valeurs [13]. Dans un
deuxiéme temps, nous avons cherché a analyser le signal
sulvant :

o(t) = p(t+ 1) — 0.8%(t — 1) — 1.2¢(4¢ — 2)
(4t + 3) — 0.259(1.8 — 0.3) + (2t + 1).

Ce signal est composé d’une combinaison linéaire de ter-
mes de la base d’ondelettes et du terme (1.8t — 0.3).
La décomposition de ce signal a Paide de notre réseau de
neurones avec les parameétres échelles et retards maintenus
fixés, nous montre qu’un nombre quasiment infini de ter-
mes de la base doivent intervenir dans cette décomposition.
En effet, nous obtenons une erreur relative de -23 dB sur
Papproximation de ce signal en faisant intervenir 11 termes
de retard (k allant de -5 2 5) et 5 termes d’échelles (27 allant
de 0.5 & 8) et de -28 dB en passant & 13 termes de retard
(k allant de -6 & 6) et 7 termes d’échelle (27 allant de 0.25
a 16). Par contre, en laissant libre les paramétres retard
et échelle du réseau et en les adaptant avec I’agorithme de
rétropropagation, 'approximation du signal atteint rapide-
ment une erreur relative inférieure a -36 dB avec beaucoup
moins de termes dans la décomposition. Remarquons que
lorsque les paramétres échelle et retard sont laissés libres
d’évoluer, il se peut qu’il y ait une infinité de solutions,
mais il semble que de maniére assez générale on atteigne
de bonnes performances avec un nombre fixé a priori de
termes.

4 Conclusion

Le réseau de neurones proposé peut étre vu comme une
alternative & D’algorithme de la décomposition en on-
delettes d’un signal & temps discret fondé sur ’analyse mul-
tirésolution. Le réseau auxiliaire donne une représentation

explicite de I'ondelette désirée. Le réseau principal calcule,
lors de son apprentissage, la décomposition en ondelettes
ainsi que 'approximation d’un signal. Cette structure per-
met également, si on le désire, d’optimiser les paramétres
échelle et retard par apprentissage. Une comparaison plus
approfondie entre notre approche et ’approche par ’analyse
multirésolution est & [’étude.
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