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Résumé

Le probléme de l'estimation de la fréquence instantanée
d'un signal discret non-stationnaire déterministe perturbé par un
bruit branc stationnaire intervient dans de nombreux domaines
du traitement du signal (radar, télécommunications, contrdle des
vibrations ...). Pour le résoudre, une grande variété de solutions
ont été proposées, certaines d'entres elles méme trés récemment.
On présente dans cet article une nouvelle solution originale qui,
sous réserve de la validité d’une approximation sur le signal
observé, constitue un estimateur statistiquement optimal. En plus
de ces possibilités d'utilisation pratique, que l'on montrera en
comparant ses caractéristiques avec celles des autres estimateurs
connus, on va veir gue ce nouvel estimateur apporte également
une justification théorique des méthodes de modélisation
paramétrique de la distribution de Wigner-Ville, proposées il y a
quelques années.

Introduction

L’estimation des parametres caractéristiques (amplitudes,
fréquences et phases) d’un signal formé d’une somme de
sinusoides bruitées noyées dans un bruit blanc additif est un
probleéme classique en traitement du signal. Cependant, dans de
nombreuses applications, comme en localisation de cibles (radar,
sonar), en télécommunications, ou en mesures de vibrations, un
tel modele ne peut décrire précisément les phénomenes observés
que si les différentes fréquences varient au cours du temps. Pour
de telles situations, ol s’applique donc le concept de fréquences
“instantanées” [1,2,3], les méthodes classiques d’estimation
fréquentielle [4] se révélent inappropiées. Différents travaux ont
alors proposé leur adaptation, en utilisant des techniques soit
adaptatives [5,6,7] soit de fenétres glissantes [8], mais les
résultats expérimentaux présentés ont alors mis en évidence la
nécessité d’'un compromis difficile entre le biais et la variance
des estimations obtenues.

Dans cet article, on se restreindra au cas d’un signal com-
portant une seule composante élémentaire non-stationnaire
noyée dans un bruit blanc stationnaire additif. Pour ce cas parti-
culier, plusieurs méthodes basées sur des techniques spécifiques
du traitement des signaux non-stationnaires ont déja été
proposées [9-12,3), certaines d’entre elles méme trés récemment
[13,14]. Celles-ci seront rappelées au §1, en précisant leurs hypo-
theses sous-jacentes. Dans une seconde partie, on présente un
nouvel estimateur, qui sous réserve de la validité d’une ap-
proximation sur le signal, constitue un estimateur statistiquement
optimal. On évaluera ensuite ses possibilités d’utilisation pra-
tique en comparant notamment la courbe de son erreur quadra-
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a deterministic non-stationary signal embedded in a stationary
white noise is encountered in many application fields of digital
signal processing, such as telecommunications, target
localization or vibration control. After a review of the existing
methods, we propose in this article a new method, which leads
to a statistically optimal estimator of the instantaneous
frequency according to the validity of an approximation on the
observed signal. Computer simulation results are shown to
evaluate the practical use of this method. Hereafter, we show
that this estimator also brings a justification to the application of
classical frequency estimators on the instantaneous auto-
correlation function considered as a new signal, which was
proposed a few years ago to perform a parametrization of the
discrete pseudo Wigner-Ville distribution.

tique moyenne avec celles obtenues pour les autres estimateurs.

Dans une troisiéme partie, on montre que cet estimateur fournit

également une justification théorique des méthodes de

paramétrisation AR de la distribution de Wigner-Ville proposées

il y a quelques années [15,16,17], montrant en effet la sous-.
optimalité statistique de ces estimateurs, compensée toutefois par

leur utilisation possible pour des signaux multi-composantes.

I) Estimateurs classiques de fréquence instantanée,

On s’intéresse donc au cas d’un signal discret formé de la
somme d’une composante non-stationnaire déterministe et d’un
bruit blanc complexe gaussien de variance 202 :

x[t] = aft] /O 1 vy o)
I1 est bien entendu possible d’estimer la fréquence instantanée

(angulaire) de la composante déterministe A@[t] en utilisant celle
du signal observé ;

Aoft] = (g[t+1]-0[t-1]) /2 2)
AR[ = Arg(x[t+1].x*(t-11) /2 3)
Son étude statistique [13], analogue 2 celle effectuée dans le cas

continu [18], fait apparaitre une absence de biais et une variance
inversement proportionnelle au rapport signal sur bruit :

&
E[a8[1] = Aglt] -t Var[Afb[t]]——iz—[:] (4

Si 1a composante déterministe peut étre considérée comme
“lentement” non-stationnaire, on peut alors chercher 2
construire un estimateur de plus faible variance en utilisant I’une
des méthodes classiques d’estimation fréquentielle sur un
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intervalle centré sur 1’instant t [5-8]. Mais, comme dans le cas du
spectrogramme [19], la longueur de cet intervalle doit étre
choisie avec précaution afin de réaliser un compromis entre la
diminution de la variance de ’estimation obtenue et la validité
de cette hypothese de stationnarité locale.

Pour tenter de dépasser ce compromis, on peut remplacer
cette hypothése de fréquence constante sur un intervalle par
une autre de variation linéaire de fréquence, avec une amplitude
considérée comme trés lentement variable

x[u] = afu] SH(@HOVHOVY2) | oy ]~ alt], u € [tp,tep] (5)

et chercher 2 estimer la fréquence instantanée 6+at. L’estimation
par maximum de vraisemblance des paramétres 6 et a, dont
’étude théorique fournit leur borme inférieure de Cramer-Rao
[10,20], conduit alors 4 la méthode du “de-chirping” [11] :

u=t+p 2
@, &)= Arg Max |_1_ -j(ajutayu?/2) (6)
apm |2+ u=t-p
mais le caractere hautement non-linéaire du critére J, présentant
de nombreux extrema locaux, ne permet pas & cette approche de
conduire 4 un algorithme rapide et siir, et suggére donc

d’explorer d’autres voies.

X[u).e

Une premiére solution consiste & utiliser le maximum de la
représentation pseudo Wigner-Ville discréte [3,10], adoptant
ainsi une démarche analogue 2 l'estimation par maximum du
périodogramme dans le cas stationnaire [4] :

AB[t] = Arg Max E x[t+] x* (1] e 20T o
80 10p

qui fournit une estimation non biaisée de la fréquence
instantanée d’un signal modulé linéairement en fréquence, mais
dont le biais et la variance augmentent de fagon importante
lorsque la validité de cette modélisation du signal diminue [10].

Pour améliorer ce demier point, I’estimateur précédent peut
servir d’initialisation & une procédure itérative [11,3] utilisant la
distribution de Wigner-Ville croisée entre le signal et une
référence unimodulaire construite & 1’aide d’une estimation de la
fréquence instantanée :

T
WV[xI,;t, 6] = i x[t+t].r, *[t-1] e 28 ®

=p

t
Tl =Exp(j Y, AQ 1) et A, [t = Arg Max WV[x.1,; t, 6]
y=oo >0
La convergence de cet algorithme, que 1’on constate expérimen-
talement, ne peut cependant étre démontrée. On peut cependant
montrer que dans le cas continu déterministe, la marginale
temporelle de la distribution de Wigner-Ville croisée entre un
signal et une référence unimodulaire correspond 2 la demi-
somme des deux fréquences instantanées :

R{ 1050 [o wVomo 2 b1 {aoie0)do ©

0= ej(P,-(l)

un algorithme itératif d’estimation de la fréquence instantanée
(p;(t) construit sur le principe précédent en remplagant la
recherche du maximum par la marginale temporelle converge
donc trés rapidement.

YO =v,® PO g

Enfin, une autre classe d’estimateurs peut étre construite
par une approche trés différente. Pour un rapport signal sur bruit
suffisamment élevé, I’approximation proposée par Tretter [21,22]
dans le cas d’une sinusoide s’applique également pour une
modulation linéaire de fréquence [23], ce qui permet alors de
transformer le bruit additif en une modulation aléatoire :

x[u] = a[u] ol(@+OUTOU/2+W(u]) (10)

w[u] étant un bruit blanc réel gaussien de variance 02/a%[u]. En
se basant sur cette approximation, Djuric et Kay ont proposé un
algorithme d’estimation des paramétres (¢9,0,a) beaucoup plus
sfir que la méthode du de-chirping, et un second algorithme pour
estimer o. Lovell et Williamson ont alors déduit de ce dernier
algorithme un estimateur de la fréquence instantanée, en
s’imposant de conserver exactement la méme séquence de
pondération H, ce qui entraine des contraintes opératoires
difficilement justifiables.

En effet, si 1’on considére tout d’abord le cas d’une
sinusoide complexe (a=0), la fonction d’autocorrélation
instantanée symétrique est £gale pour un retard unitaire a :

R[u,1] = x[u+1].x*[u-1] ~ afu+1].afu-1] V¥ a1
W] = 26+b[u] avec  bfu] = wu+1]-w[u-1]

La phase y de la fonction d’autocorrélation est donc une
variable aléatoire gaussienne dont on peut estimer la valeur
moyenne 20 a l’aide de toutes les valeurs de cette phase
contenues dans 1’intervalle [t-p,t+p] par un estimateur de Gauss-
Markov, c'est 2 dire un estimateur de maximum de vraisemblance
de réalisations non-indépendantes d'une variable aléatoire :
Y= [yiep+r1] . Wi .. witep-11]
Y1) =26 1+BIt ave®T = [bt-p+1] ... bit] ... bir+p-1]
17 =J11.... 1]
d’ou:

81y =1 Arg Max (Y[g - x 1" E[B"u.Ba] .oy - x1)

=% H. Y[ (12)
20-10...0
r_1°Ct .. oo E[BTgBg] | 02910
1T.cta Y ar[wlt]] 8""012 (2)(2)

En outre, cet estimateur peut étre facilement mis en oeuvre,
sans aucun calcul matriciel, puisque les coefficients de
pondération peuvent étre exprimés analytiquement :

H' = [h-p+1] ... (0] ... hip-1]

o 6u(uli) 1y
hfi] 5 p+D) (2p+T) avec u=(p+il-1)div2+1 (13)
Ce résultat, que I'on montre par récurrence, permet de conclure
que sous réserve de la validité de I'approximation de Tretter, cet
estimateur est non-biaisé et sa variance atteint la borne inférieure
de Cramer-Rao :

Eil=0 o Valbl--2 6 )

222 P(p+1)(2p+1)

Mais @[t] est un estimateur fréquentiel, basé sur une hypotheése
de stationnarité sur l'intervalle [t-p+1,t+p-1], et souffre donc des
mémes défauts que le spectrogramme. Dans le cas général d'un
signal non-stationnaire, @[t] est égal A une combinaison linéaire
des valeurs de la fréquence instantanée comprise dans la
fenétre :




1
6[t]=2l S: hii) Arg[ezJA@[‘“]] (15)
i=p+1
Dans le cas particulier d'une modulation linéaire de fréquence,
[t] fournit alors une estimation non-biaisée de la fréquence
instantanée, A condition toutefois qu'une discontinuité n'ap-
paraisse pas dans la fonction :

2(e+0w) mod 2 u & [t-p,t+p]
Enfin, Lovell et Williamson affirment obtenir de meilleurs

résultats en inversant l'ordre des opérations de sommation et
d'extraction de la phase :

1
é[t]=% Arg i h[i] x[tH+1].x*[t+i-1] (16)
i=prl  Ix[EH+1]x*[4-1]1

qui constitue un estimateur fréquentiel non-biaisé, mais dont on
ne peut calculer théoriquement la variance.

II) Estimateur proposé.

Par un calcul différent, on peut constuire un estimateur de
fréquence instantanée du signal, en conservant les hypothéses
précédantes de modulation linéaire de fréquence dans
I'intervalle d’observation et de validité de 1’approximation de
Tretter. On utilise pour cela le produit conjugué entre deux
valewrs de la fonction d’autocorrélation symétrique R[t,t]
calculée pour deux valeurs successives du retard [24] :

R[t,7] = x[t+T] x*{t-1] = a[t+T].aft-T] € j@Groryswlttl-wltt)

1ot
Wit Vi

Mylt,7] = Rt 1. R*{t,1-1] ~ aft+t].a[t+1-1].a[t-T+1]. a[t-'c] ¢

witT) = Arg (My[t;1]) = 2(e+an)+blt,]

b(t,7]

qui constitue un moment du quatriéme ordre du signal dont la
valeur moyenne de la phase est égale & la fréquence instantanée
a I’instant t. A 1’aide de p valeurs successives de cette phase, on
peut donc construire [24] un estimateur de maximum de
vraisemblance de la fréquence instantanée :

= wlt+1] - wlt+T-1] + wlt-1+1] - wt-1]

Yi" = [y v .. vipl

WYlt) = 2(6+ot) 1+B[t] avec
B[g" = [br1 bi2) ... bip1)

81 =1 Arg Max (Y[ - x 1L E[B B} (i - x 1)
% B 7
220 . .
HT=-—————1T c! avec C ——-——————IE[BTM B[t]] g ?z 3-3 (.)
17.cl1 V ar[w[t]] L2

De plus, cet estimateur peut étre calculé rapidement sans aucun
calcul matriciel, puisqu’on peut montrer par récwrrence que les
éléments du vecteur H sont donnés analytiquement par

a3 [p.(p+l) -i.G-D] . _

Ml = o apsD) TP (18)
ce qui permet de conclure que sous réserve de la validité des
hypothgses retenues, Adt] est un estimateur non biaisé de la
fréquence instantanée, et que sa variance atteint la bome
inférieure de Cramer-Rao :

- 6.p
E[a] = ¢+on Var[abia] = 2a2[] pz ey @

ol le premier terme dans l'expression de la variance
correspond 2 (p=1), le deuxigme 2 l'emploi d'une pondération
uniforme h[i] = 1/p, et le demier correspond au gain apporté par
la pondération optimale, qui asymptotiquement croit
linfairement avec p. De plus, il est également possible de calculer
analytiquement la corrélaion entre les valeurs de 1’estimateur 2
des instants différents :

A = 2¢- e+

_ o 24[(NEDE-3IkD)+21kd (k1) ]
E[abra.abri] = = NN 20)
0¢Ikl¢(N-1) N=2p+l

AB[Y) est donc une variable aléatoire gaussienne dont on connait
toutes les caractéristiques statistiques au second ordre.

Afin d'évaluer les possibilités d'utilisation pratique de cet
estimateur, la validité de Iapprox1mat10n de Tretter a tout
d'abord été vérifiée. Pour cela, un test du x2 a été utilisé pour
vérifier que la variable aléatoire p[u] suit une loi gaussienne
enroulée [13] :

plu] = Arg (x[u] e'jq’[“]) =~ Arg (a[u] ei“’[“]) (21)
Kestoo
-(p+k2n)2 262
fip) = V,_ Z (prizn)’f2 (22)
Koo

La figure 1 montre 'évolution de la valeur du %? (calculé avec
2048 réalisations de la variable aléatoire centrée réparties sur 10
classes équiprobables, correspondant donc a 8 degrés de liberté)
en fonction du rapport signal sur bruit. Elle permet de conclure
que l'hypothése que p[u] suive une loi gau551enne enrouiée est
quasi improbable en dega de 5 dB (Prob(x >15.5) = 0.05), et
admissible au dela de 6 dB (Prob(x >10.2) = 0.25).

Enfin, les qualités statistiques des différents estimateurs
présentés (expressions 3, 7, 8, 12, 16, 17) on été comparés sur des
résultats de simulation. La figure 2 montre 1'évolution du
logarithme de I'inverse de l'erreur quadratique moyenne

EQM=_1- 2 L A - aor 1P
it

en fonction du rapport signal sur bruit. Contrairement 2 [13], ces
estimateurs de fréquence instantanée sont comparés sur un
signal non-stationnaire, qui est une modulation linéaire de
fréquence d'amplitude constante et dont 1a fréquence normalisée
varie de 0.1 2 0.45 en 256 points. On peut alors constater que
l'estimateur (17) se rapproche de la bomne inférieure de Cramer-
Rao 2 partir de 8 dB. Il semble que 1'estimateur (8) obtienne les
meilleurs résultats pour ces simulations, suivi de l'estimateur (12).
La comparaison avec I'estimateur (3) permet également de mettre
en évidence la diminution importante de la variance apportée
par ces estimateurs, calculés pour p=6.

III) Paramétrisation de la distribution de Wigner-Ville,

En plus de ses possibilités d’utilisation pratique pour
I’estimation de la fréquence instantanée d'un signal non-
stationnaire entachée d’un bruit, cette méthode présente .
également un intérét sur le plan théorique. En reprenant les
éléments de démonstration donnés dans {22], on peut montrer
simplement qu'en inversant dans l'expression (17) I'ordre des
opérations de sommation et d'extraction de la phase et en
prenant une pondération uniforme, on construit un estimateur
non-biaisé sous-optimal de la fréquence instantanée, dont le
comportement est identique au précédent pour un rapport signal
sur bruit élevé, Or cet estimateur correspond au pdle d'une
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modélisation effectuée par une méthode de Prony ou de
Pisarenko 2 l'ordre 1 en utilisant la fonction d'autocorrélation
symétrisée comme un nouveau signal dont on calcule de
nouveau une fonction d'autocorrélation :

K,4(u1] 1
=1 al=1 faba” ket § =
Ab =LAt bl =S A (gipg)  Re=; e

1 *
avec Kytn] = —— 5 , Riut).R*[1e-n]
pn+l 4=

Le raisonnement de Kay fait donc apparaitre la paramétrisation
de la distribution de Wigner-Ville discrete comme une technique
d'estimation sous-optimale de la fréquence instantanée, mais qui
offre cependant la possibilité d'analyser des signaux multi-
composantes. On trouvera dans [15,16,17,24] des illustrations de
cette possibilité.

Conclusion

Dans cet article, on a tout d'abord présenté différentes
techniques d'estimation de la fréquence instantanée d'un signal
non-stationnaire entaché d'un bruit. Celles-ci s'appuient pour la
plupart sur une hypothése de stationnarité locale ou de
modulation linéaire de fréquence dans un intervalle centré sur
l'instant d'analyse, et pour certaines sur une transformation du
bruit additif en une modulation aléatoire. Les résultats de
simulation obtenus montrent le bon comportement statistique de
ces estimateurs, et la validité de cette transformation pour un
rapport signal sur bruit supérieur 2 6 dB. La solution originale
que 'on a proposé, dont les résultats pratiques semblent trés
comparables aux autres estimateurs, présente cependant deux
avantages sur le plan pratique. Elle montre en effet que les
techniques de paramétrisation de la distribution pseudo Wigner-
Ville discréte correspondent & des estimateurs sous-optimaux des
fréquences instantanées des composantes d'un signal non-
stationnaire. Enfin, la connaissance de la totalité des
caractéristiques statistiques du second ordre de cet estimateur
nous permet d'envisager son utilisation pour effectuer de la
classification bayésienne de signaux non-stationnaires.
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