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RESUME

Les bases orthonormées d'ondelettes

sont appliquées de plus en plus souvent
dans le traitement du signal. Elles sont
utilisées pour 1'étude des signaux alé-
atoires,[3] pour 1'éstimation de paramétres
des signaux non stationnaires [2],dans la
vision artificielle [8], ou pour 1'appro-
Ximation des signaux [7].Dans [1], on
présente plusieurs mécanismes de génération
de base% orthonormées d'ondelettes de 1te~
space L<(R). Le but de cette étude est un
tel mécanisme construit i 1'aide de deux
nouveaux théorémes, obtenus en généralisant
deux théorémes correspondants,démontrés en

[4].

1.DEUX NOUVEAUX THEOREMES

Soit Hm , un sous-espace de Hilbert
fermé de 1'espace de Hilbert des signaux a
energie finie , LZ(R). On note par ﬁm'le
sous-espace de LZ(R) dont les éléments sont
les transformées de Fourier des éléments du
Hy. L'énoncé du premier théoréme est :
Tl. Si 1'ensemble Amz{am,n(t)}nez est une
base orthonormée de H alors 1'ensemble
Am={(1/7§;) am,n(g)}ncz est une base ortho-
normée de Hm'et réciproquement.
L'énoncé du deuxiéme théoréme est :
T2. Etant donné la fonction réelle, u(w),
continue par morceaux et la base orthonor-
mée du sous-espace de Hilbert fermé ﬁm,

B={(1/V2m)éay, (@)} 0y, 1" ensemble
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pAmz{(1/J§;)er(m)am,n(“)}n£Z est une
base orthnormée du méme espace.

On peut démontrer les deux théoremes
par la vérification directe des propriétés
de définition d'une base orthonormée.

On utilise les théorémes de Parseval
et de Plancherel.

2. TECHNIQUES DE DECOMPOSITION EN SOUS-
ESPACES FERMES D'UN ESPACE DE HILBERT

L'une des plus connues méthodes de
décomposition en sous-espaces fermés d'un
espace Hilbert est l'analyse multirésolu-
tion [1].

Si:{Vm}mez est une telle décompositi=
on, alors il existe une fonction

QO,O(t) de Vo telle que 1l'ensemble :

g
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(@ o222 ((27Me-n)} ., soit une
base orthonormée de 1'espace V,» pour
chaque m de Z.

Une autre méthode de partage d'un
espace de Hilbert en sous-espaces férmés
est sa décomposition orthogonale.

D1. On appele décomposition orthogonale
de 1'espace L2(R), 1'ensemble {wm}mez dont
les éléments sont des sous-espaces fermés,

avec les proprietés :

1) n*m - W, LW,

i1) Uw, =L2(R)
mez

(1)

Un exemple de base orthonormée d'ondelettes

sur wm est 1'ensemble :

(W, ,=2"%, (Z‘mt-n)}ﬁe (2)

Z

ol to’o(t) est un certain élément de Wg,
appelé " mére des ondelettes " .
Dans la figure 1 sont présentées les

deux techniques de décomposition rappelées

ci-dessus,
P Bm-uR,,
: ‘e
T %
e
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Figure 1. a) Une analyse multirésolution ;
b) Une décomposition orthogonale

3. NOUVEAUX MECANISMES DE GENERATION DES
BASES ORTHONORMEES D'ONDELETTES DE
12(R)

AN
A partir des bases orthonormées des

Wm, meZ , on peut construire des bases
orthonormées de L2(R) , en utilisant le

théoreme connu de 1l'analyse fonctionnelle,
avec 1'énoncé suivant:
T3. Si 1'ensemble A ={¢m’n(

base orthonormée du sous-espace fermé Wp

t)}neZ est une

élément d'une décomposition orthogonale de
L2(R) , pour chaque meZ , alors 1'ensemble
A= {'m,n(t)}mez,nez est une base ortho-
normée du L2(R).

A partir d'un ensemble Ag déja connu,
les théorémes T1 et T2 , avec H =W , meZ
permettent 1'enrichissement de la classe de
bases orthonormées de LZ(R).

Les éléments de bases uA sont des
ondelettes , si les bases A, sont composées
d'ondelettes et si la fonction continue par
morceaux p(w) obéit & la condition :

p(e) = p(2Me) , meZ (3)

Dans la figure 2b) est présenté
1talgorithme de génération de bases ortho-
normé d'ondelettes décrit.

Conformément a [1] les éléments d'une
décomposition orthogonale {wm}mez peuvent
étre obtenus & 1'aide d'une analyse multi-
résolution correspondante {Vm}meZ. Les thé-
orémes Tl et T2 permettent aussi 1l'enri-
chissment de la classe des bases orthonor-
mées d'un sous-espace V, élément d'une
analyse multirésolution , si la condition
(3) est satisfaite.

L'algorithme
presenté dans la figure 2a).

d'enrichissment est
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Figure 2. Mécanismes d'enrichissment de la

classe des bases orthonormées d'ondelettes
de 14 (R) par a) génération de nouvelles
fonctions (t); b) génération de nou-
velles " mereé des ondelettes" M¥o,0(t).

NOUVEAUX EXEMPLES DE " MERES DES ONDE-

LETTES "
Une analyse multirésolution utilisée
fréquemment est {Vmb'b‘}mez. Ses éléments

sont les sous-espaces fermés de LZ(R) :
VP P={feL?(R) : E()=0,pour wf[-n/(2"),
n/(2®)]}. La fonction de génération corrés-
pondante est notée par @O,Ob'b'(t). La
décomposition orthogonale correspondante
{wmb.b.}mz
espaces fermés de LZ(R) :

me'b'={feL2(R): f(©)=0,pour @k[—n/(zm'l),
-n/(29) 10[n/(2") , n/(2%°1)])}

La " meére des ondelettes" corréspondante

a comme éléments les sous-

est notée par to’ob'b'(t). Dans le tableau
1 on présente trois nouveaux exemples de
" mére des ondelettes " obtenues avec les

mécanismes décrits,

M. @, (L) pl{w) ¥, ,(t)

a) ®5 5 (t) —_ T, o (E)

a) @55 (t) -(n/2) sgnw P2, ()

b) —_ (n/2) sgne ¥3, ,(t)

M. signifie le type
de mécanisme de génération (voir
la figure 2)

Tableau 1
Les formules pour les fonctions du Tableau

1 sont:
Qb (t)=sin(n-t)/(n-t)=

sinc(xw-t)

®o.0(t)=Y (-1)3sinc(n(n+1)/2)-

n=—wu

+ginc(w(2t-n))
P2 (&) =B(¥; o ()

P o (t) =—H(PS:E (L)) =-H((1/2)"

esinc(m-t/2)-
cos (3wt/2))=(1/2)"
sinc{nt/2}sin{3xw:t/2)

On a noté par H 1'opérateur d'Hilbert. On
peut obtenir d'autres examples aussi, en
utilisant d'autres solutions de 1'équation
(3) ou d'autres analyses multirésolution.
5.UNE APPLICATION DANS LE TRAITEMENT DU
SIGNAL 4

On peut représenter chaque signal 3
energie finie & 1'aide de la base orthonor-
mée uA dans la forme:

x(t)—E E 2,0 P, (8)=

R=-= p=-w

3 x,(8) (4)

ne-w

Ca=X(£) , T o (£))
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olr X, (t) représente la projection du signal
x(t) sur 1'espace W, considé€ré.

On présente dans la figure 3 le systéme
décrit par la relation {4). Ce systeéme fait
1'analyse du signal de l'entrée en four-

nissant les échantillons c¢ Utilisant

m,n’
ces échantillons le systéme conduit a la

reconstruction parfaite du signal x(t}).
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Figure 3, Un systéme d'identité construit
par une banque de préfiltres, une suite de
circuits d'échantillonnage idéal et une
banque de postfiltres .

Maintenant on peut présenter le théoréme
d'echantillonage suivant:

T4. Chaque signal d'energie finie peut étre
réconstitué parfaitement aprés 1'échanti-
1lonage idéal si on utilise le systéme de
la figure 3., La reconstitution se fait avec
la relation (4).Parce que la bande de
fréquence du signal x(t) peut étre nonbor-
née, le théoréme T4 est plus général que le

théoréme W.K.S.

Orthonormal Bases of Com-
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