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RESUME

En contraste avec la distribution de Wigner-Ville qui se con-
centre sur des lois linéaires de retards de groupe, on sait que
la distribution unitaire de Bertrand est adaptée aux lois
hyperboliques. Plus généralement, la classe des distribu-
tions affines permet d’étendre cette propriété i des lois de
puissances quelconques. En nous inspirant des démarches
suivies dans le cas de la distribution de Wigner-Ville, nous
proposons une interprétation géométrique simple perme-
ttant d'expliquer cette localisation i partir de régles in-
terférentielles. Une large place est accordée aux simulations
numériques illustrant les régles de construction établies.

1. INTRODUCTION

Un des verrous des distributions bilinéaires conjointes
(temps-fréquence ou temps-échelle) provient de la création
de termes interférentiels qui sont autant d’artifices
pénalisant ’expertise des images.- En ce qui concerne la
distribution de Wigner-Ville (DWV), de nombreux travaux
ont montré que les principes régissant ces interférences
pouvaient se modéliser par des régles de constructions
géométriques simples, s’appuyant sur des notions telles
que symétrie ponctuelle ou autre moyenne arithmétique
[6],[7]. Un corollaire immédiat de cette géométirie exprime

la parfaite localisation des DWYV sur des signaux modulés

linéairement en fréquence [5).

Parallélement, une famille particuliére de distributions
bilinéaires affines généralisant la DWV, et désignées sous le
terme de classe de Bertrand, offre des propriétés tout-i-fait
comparables de localisation sur des lois de modulation de
type puissance [1]. Il est donc souhaitable de mieux cerner
les régles interférentielles qui sous-tendent la structure de
ces distributions, de fagon i en faciliter linterprétation.
C’est ce travail de généralisation des régles de composition
et de symétrie propres a la DWV que nous nous proposons
d’étendre au cas des distributions affines bifréquentielles
localisées.

2. LE CAS DE LA DISTRIBUTION DE
WIGNER-VILLE

C’est par le produit de deux versions symétriquement trans-
latées en temps et en fréquence d’un méme signal que la
DWYV acquiert ses propriétés de covariance relativement
aux opérateurs de translations:
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Dans le plan temps-fréquence, chacun des points (t,v)
de la signature d’un signal, n’existe que s’il est centre de
symétrie d’un ensemble de couples (¢, +') et (t", v"') appar-
tenant eux-mémes a la structure du signal [7}:

(9)=()-(5) o

De cette condition, il est facile de dériver une régle
de construction géométrique des interférences qui, i son
tour justifiera du bon comportement de la DWV sur des
lois de modulations linéaires de fréquence. Ainsi, deux
composantes quelconques du signal centrées en (#;,11) et
(2, v2), se combinent et interférent en une région (t;, »;) du
plan définie par leur simple moyenne arithmétique [5],[6]:

{ ti = 3(t1 +12)

vi=3(n1 +u).

(1)

3

La localisation sur un retard de groupe donné est as-
surée si, quelque soit le couple de points appartenant &
la signature temps-fréquence théorique du signal, le point
issu de leur moyenne arithmétique coincide avec une zone
d’existence de ce signal. Dans le cas de la DWV, c’est
la structure linéaire qui reste globalement invariante par
symétrie ponctuelle:

X(v) = e—i2r(tov+ $07) Wa(t,v) = §(t — to — av). (4)

Au paragraphe suivant, nous nous proposons d’étendre
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I’adéquation entre localisation sur un retard de groupe quel-
conque et structure particuliére de distributions bilinéaires.

3. LOCALISATION SUR UN RETARD DE
GROUPE QUELCONQUE

3.1. Structure et contraintes sur la distribution

Les fonctions par lesquelles sont composées les variables
temporelles (ou fréquentielles) définissant les arguments de
z et de z* (resp. X et X*, eq. (1)) décident des propriétés
de covariance des distributions associées et par conséquent
de leur type de localisation. En se plagant dans le cadre
de la covariance affine, on sait que les représentations
bilinéaires peuvent se paramétrer 4 ’aide de deux fonctions

arbitraires F(.) et G(.) selon [3],[4]:

Q(t,u)=.y/x(u(£%@_g)) ((“07 +2))

W 2))
(5)

Etant donné un signal analytique de phase &.(v) quel-
conque, imposons la relation de localisation suivante:

Xw) =030 (0) = Qt, ) = v715(t - t(v)),
(6)
ol tz(v) = (=1/2m)®.(v) est le retard de groupe, et U(.)
I’échelon unité de Heaviside. On montre alors qu’une con-
dition nécessaire et suffisante pour que (6) soit vérifiée est

(8]:
<1[>=(v(f%‘}l2 +)) - 2 (v(F2 - 3)) = vrda(v)

G(uo‘y)e"z”""’d'y.

G(voy) = 2/ F2(vov) — L222,
(7)
La premiére de ces équations fonctionnelles assure que
la distribution est, dans le plan temps-fréquence, centrée
sur la trajectoire de t;(v). La deuxidme relation garan-
tit, quant a elle, que la distribution soit Dirac sur cette loi
de retard de groupe. Du simple point de vue des implica-
tions entre contraintes sur les noyaux de paramétrisation
et propriétés des distributions, la deuxiéme relation impose

également la localisation en temps [3].

3.2. Interprétation géométrique

En  posant, pour des raisons de commodité,
v (E-(;":—ﬁ + %):u; et v (E%gl). - %):ul, il est immédiat
de réécrire la relation de phase de 1’4quation (7) sous la
forme suivante

BT 20 0 )= [t

(8)

Cette autre formulation permet une interprétation
géométrique simple de ces distributions. En effet, la régle
de construction qui s’en déduit revient a dire que I’existence
de la distribution € en un point (¢,») du plan résuite de la
composition de tous couples (t1,11) et (¢, 1) sur lesquels
on ajuste une loi du type particulier ¢;(v) et tels que la
valeur moyenne de cette fonction entre les bornes v et v2
soit égale a t.(v) (figure 1). La valeur de t,(v), et par
conséquent les coordonnées (¢, ) apparaissent comme une
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Figure 1: Construction d’une moyenne pondérée par un
retard de groupe quelconque, entre deux points (t;,2;) et
(t2,v2) du plan. Les surfaces (1) et (2) sont égales.

moyenne pondérée par la loi de retard de groupe, calculée
sur les quantités (t1,v1) et (t2,12). Il s’agit alors d’une
généralisation de la moyenne arithmétique du cas Wigner-
Ville, que I’on retrouve en spécifiant ¢-(v) = to + av. No-
tons également qu’au point particulier (t,#), la dérivée de
la phase est égale & la différence finie prise sur les valeurs
&, (v1) et D(12).

3.3. Un cas particulier intéressant

Les modulations hyperboliques de fréquence (t-(v) = to +
cv~') sont d’un intérét majeur en étude radar puisque ce
sont des signaux globalement invariants par effet Doppler
(i.e. “Doppler tolerant”) [1],[2). On comprend donc bien
P’enjeu de distributions parfaitement localisées sur ces lois
de retard de groupe. Nous nous proposons ici de résoudre
le systéme d’équations (7) dans le cas d’un retard de groupe
plus général de la forme t.(v) = t, + a1 kEeR, et ce
pour quelques valeurs particuliéres de k. En Poccurrence,
I’équation des phases du systéme (7) devient:

(F(vw) . 1)“ _ (F(m) _ 1)" ke
Vo 2 Vo 2 ’

qu’il s’agit de résoudre pour déterminer ’expression de la
fonction F'(vo7).

¢ Wigner-Ville: k = 2.

Flvey) = wo

Glror) =4/1- 2.

t(v) =t + cv &=

Toutefois, pour retrouver ’expression de la DWV, il nous
faut considérer le signal X,,, = u%X(v), sur lequel se lo-
calise effectivement la distribution. Dans ces conditions, la
forme obtenue aprés substitution de F(ro7v) et G(vov) dans
(5) s’identifie bien 3 la DWV restreinte au signal analytique
associé & X2, [8]:

Qt,v)=v"! Wy, (2, v).

o Distribution D: k = ,17

() = to 4 = e | TN =0 (1+2( ))
Vv G(ror) =1-(1)*.




La représentation obtenue s’écrit alors

Qt,v)=v X(,,(l_ })2)X‘(u(1+ %)2)

(1_ (:41)2) e—i27rvt'1d7'

¢ Unterberger (forme active): k = ~1.
2
tr(”)=io+i24=> F(voy) =woy/1+ T
g G(voy) =1.

Aprés substitution de cette solution dans (5), on a la forme
active de la distribution de Unterberger [8]:

Qt,v) = V/(l + ;}2—> X(w)X* (5) g2n(r=3)m dv

Remarque. Il existe également une forme dite passive
de la distribution de Unterberger, différente de la forme
active par ’expression de G(vov) (GP(vo7) = (l+72/4)“%),
[3]. Dans ce cas, la réponse & une modulation de puissance
reste centrée sur la loi de retard de groupe ¢:(v), mais se
délocalise par rapport i celle-ci sous ’effet convolutif de la
fonctionfG(uo7)3"""’”‘“’«17.

4. UN FORMALISME GENERAL:
LA CLASSE DE BERTRAND

A travers ces quelques exemples, nous retrouvons le résuitat
connu selon lequel P’association des propriétés de localisa-
tion en temps et de localisation sur un retard de groupe du
type t:(v) = to+cv*~? privilégie, dans le panorama des dis-
tributions bilinéaires, les éléments de la classe de Bertrand,
{1]:
Pt f) = /X e (@)2) X" (mu)w)e™ L2

Ok () Ae(=0)) F A0k () = Mi(—u)).
(9)
a laquelle tous les exemples cités ci-dessus appartiennent. II
est d’ailleurs facile de vérifier la spécificité hyperbolique liée
a la classe de Bertrand. Pour cela réécrivons la contrainte
de localisation (eq. (7)) exprimée sur les fonctions Ak(u),
il vient:

oMk (V) — Bo(Ak(=u)¥) = vk (1) = Me(—1)) s (v)
La résolution explicite de cette relation pour un spectre de
phase @.(v) = —2x(tor + -,‘fu"), fait sortir de facon unique
la structure de la fonction de paramétrisation Ax(u):

Mk () = AL(—v) = k(s (u) = Me(-v))
Ak(—u) = e " Ax(n)
)’ (10)

3

/\k(‘u) - (% ee';k‘u—_ll) T—LF
expression identique i celle obtenue par des arguments
plus théoriques de covariance sur une extension & trois
paramétres du groupe affine [1]. L’avantage majeur de ce
formalisme est de pouvoir associer & chaque valeur du co-
efficient k, ’expression algébrique d’une distribution affine
bilinéaire parfaitement localisée sur le retard de groupe cor-
respondant.

Comme pour la DWV, les propriétés de localisation
et une certaine géométrie interférentielle sont intimement

lides. II est alors important d’identifier cette géométrie afin
de pouvoir anticiper sur la position des interférences et fa-
ciliter ainsi ’expertise des images.

5. INTERFERENCES

5.1. Régles de construction

Le probléme du repérage des interférences est dual de
linterprétation géométrique qui a été faite des distributions
localisées. En effet, si on connait ’origine de ’existence
d’une distribution en un point quelconque du plan,
réciproquement, en se donnant deux auto-composantes du
signal, on peut inférer de ’équation (8) le positionnement
du terme croisé, Dans le cas particulier des retards de
groupe en lois de puissances, la résolution de 1’intégrale
conduit au résultat remarquable suivant:

A _rhr\ T
a‘*‘*=(l——————"° = ) P, ()

i 1 1 Ef(01~
k(),f":f—ﬂl’:r

dans lequel on a posé le changement de variable § = ¢, (v) —
o = v -1,

Par suite, en tenant compte de la dépendance fonction-
nelle entre 8 et v, il vient

( 1 v;‘ - Vf \ *iT
vi=| y— = f(n,v2), Yk €ER. (12)
\F V21 /
La figure 2 montre le lieu des positions d’une interférence
ponctuelle pour différentes valeurs de k.
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Figure 2: Trajectoire de 'interférence ponctuelle (t;, ;) en-
tre deux points fixes (t1,v1) et (f2, v2) pour différentes dis-
tributions bilinéaires affines localisées (—15 < k < 18).

De plus, pour certaines de ces valeurs k, il est possi-
ble d’étendre la notion de moyenne arithmétique du cas
Wigner-Ville en introduisant une non-linéarité sur les ar-
guments de cette moyenne, c’est-a-dire en définissant une
moyenne généralisée du type g(wi) = 1(g(w1) + g(wz)),

avec w = v ou w = #%~1,

k distributions g(w)
2 Wigner-Ville w
0.5 distribution D w'l?
-1 | Unterberger (forme active) | g(w) = logw
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Remarque. On ne sait pas, dans le cas de la dis-
tribution unitaire de Bertrand (k = 0), exprimer
algébriquement la fonction g(.). Cependant, une approx-
imation raisonnable de celle-ci (en accord avec certaines
simulations numériques) semble &tre g(w) = w'/®,

5.2. Exemples

Les illustrations des figures 3 et 4 permettent de valider
les régles de construction géométrique, en comparant,
pour certaines valeurs particuliéres du coeficient k, le lieu
théoriques des zones interférentielles et les résultats de sim-
ulations numériques correspondantes.

6. CONCLUSIONS

En termes de localisation, la distribution de Wigner-Ville
apparait donc comme un cas particulier d’une classe trés
générale de distributions affines paramétrées par un scalaire
k. La structure des retards de groupe sur lesquels ces dis-
tributions se concentrent se généralise a ’ensembles des lois
de puissances elles-mémes exponentiées par une image de k.

L’originalité de ce travail provient de l’extrapolation
de régles de constructions géométriques des interférences,
fondées sur des notions de moyennes arithmétiques
Jjusqu’alors identifiées pour quelques valeurs isolées de k,
a une quelconque valeur de ce paramétre. De plus, comme
conséquence intéressante de cette généralisation, on pent
interpréter chacune des trajectoires de localisation comme
le lieu des points globalement invariants par une opération
de symétrie, qui est duale de la moyenne proposée.

0s Y T T Y T
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T

Figure 3: En-haut: fréquence instantanée théorique si-
nusoidale. Milieu: lieu des points interférentiels calculés
par les régles de constructions géométriques (eq. (11) et
(12)), appliquées & la distribution de Unterberger (k = —1)
sur un signal modulé sinusoidalement en fréquence. En-bas:
Représentation de Unterberger calculée numériquement sur
le méme signal (valeur absolue de la distribution).
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Figure 4: En colonnes, simulations numériques de distri-
butions affines - col. 1: distribution D (k = ) - col. 2:
distribution unitaire de Bertrand (k = 0) - col. 3: distribu-
tion active de Unterberger (k = —1).

En ligne, signaux modulés en lois de puissances ¢,(v) =
to+ev® -lig LK =—-1-1lig. 2: K= ~1-lig.3.: K = -2.
Sur la diagonale principale (K = k — 1), les distributions
sont parfaitement localisées sur les lois de modulation. Au
dessus de la diagonale (K > k — 1), les interférences se
situent du c6té convexe des lois de puissances. En dessous
de la diagonale (K < k — 1), les interférences se situent du
c6té concave de ces lois.



