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Résumé

La réallocation est une méthode simple d'amélioration des
qualités descriptives des représentations temps-fréquence. Elle
consiste & déplacer les valeurs d'une représentation des points
(tw) ol elles sont calculées vers d'autres points afin de produire
une meilleure concentration des composantes du signal dans le
plan temps-fréquence. Pour montrer l'efficacité de cette méthode,
et pour mettre en évidence les bénéfices tirés de son utilisation,
on a comparé quelques représentations temps-fréquence et leurs
versions modifiées suivant deux critéres objectifs classiques. Le
premier concerne la concentration d'un signal dans le plan
temps-fréquence, et le second la capacité a distinguer deux
composantes proches d'un signal.

Introduction

Grice a de nombreux travaux récents [1-3], les propriétés
théoriques et les possibilités d'utilisation pratique des représen-
tations temps-fréquence de la classe de Cohen sont aujourd'hui
mieux cernés. Leurs avantages, que se soit en acoustique [4], en
analyse de la parole [5], en mécanique {6} ou dans bien des
champs d'application du traitement du signal se sont incontes-
tablement avérés trés supérieurs aux difficultés techniques de
leur mise en oeuvre. Cependant, leur "lisibilité", qui découle de la
facilité 2 interpréter les images qu'elles produisent, constitue un
point critique majeur qui rend nécessaire 1'adéquation du type de
représentation choisi 2 la structure du signal analysé et la

recherche d'un compromis entre la réduction des termes

d'interférence et la concentration des termes propres.

Pour tenter d'améliorer cette lisibilité, plusieurs recherches
ont été effectuées récemment en suivant des directions trés
variées. Si quelques travaux poursuivent avec succés la voie
classique de la recherche de nouveaux éléments de la classe de
Cohen [7,8], la plupart associent une méthode temps-fréquence
classique avec un traitement heuristique particulier dépendant
du signal. Une premire possibilité intéressante [9,10] consiste &
décomposer de fagon appropriée le signal analysé en une somme
de composantes élémentaires, et d'utiliser la somme des
représentations des composantes comme représentation du
signal. Une autre possibilité [11,12,13] consiste & reconnaiire
puis éliminer les termes d'interférence d'une représentation
temps-fréquence, en utilisant notamment des techniques de
reconnaissance de formes utilisées en traitement d'image qui
s'appuient sur la géométrie particulidre ou le caractdre oscillant
de ces termes. Les résultats obtenus sont également satisfaisants
si le signal analysé et la représentation utilisée ne conduisent pas
3 la superposition de termes propres et de termes d'interférence.
Enfin, une dernidre approche étudiée récemment consiste 2

Abstract

The reassignment method, which was recently proposed, is
an easy way to improve the readability of the most common
time-frequency and time-scale representations. Its basic
principle, which is briefly recalled in this paper, is to change the
attribution point of the representation value from the (,w) point
where it is computed to another point, in order to produce a
better concentration of the signal components in the
representation space. So as to show the efficiency of this
method and to promote its use, a concentration and a resolution
comparison of three classical time-frequency representations and
their modified versions is proposed here.

"adapter” la représentation au signal analysé en optimisant sa
concentration soit en tout point (t,0) du plan temps-fréquence
[14], soit & chaque instant [15], soit globalement sur toute la
longueur de l'enregistrement du signal [16,17].

Ces différents travaux se rapprochent alors dans leurs
principes a ceux effectués quinze ans plus t6t par MM. Kodera,
Gendrin et de Villedary [18,19,20]. Plutét que de chercher
d'autres méthodes de représentation temps-fréquence plus
satisfaisantes [21], ceux-ci ont en effet cherché & améliorer les
qualités descriptives des spectrogrammes par un traitement
exploitant I'information portée par la phase de la transformée de
Fourier court-terme. Bien que de nombreux exemples aient
montré les avantages pratiques de cette méthode, notamment sur
des signaux d'origine géophysique [18], celle-ci n'a semble t-il
pas été trés utilisée, du fait probablement de certaines difficultés
de mise en oeuvre et du manque de preuves théoriques

~démontrant sa réelle efficacité. Une nouvelle réflexion sur ce

sujet [22] a permis récemment de réfuter ces arguments
défavorables et d'étendre le champ d'application de cette
méthode a I'ensemble des représentations de la classe de Cohen,
et méme aux représentations temps-échelle bilinéaires [23]). On a
alors également pu mettre en évidence la simplicité de la mise en
ocuvre de cette méthode et la possibilité de conserver le jeu des
propriétés théoriques usuelles pour caractériser les nouvelles
représentations obtenues.

Dans le présent article, on va montrer que les bénéfices tirés
de l'utilisation de cette méthode peuvent €galement tre évalués
sur des critéres quantitatifs précis. Dans une premiére partie, on
rappelle briévement le principe général de la réallocation, et plus
particuli¢rement son application aux représentations temps-
fréquence abordées dans cette étude. Puis on compare ces
représentations et leurs versions modifiées en termes de
concentration et de résolution. Ces deux critéres permettent
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ainsi d'apprécier objectivement et séparément 1'amélioration de la
capacité 2 localiser et 2 distinguer les composantes d'un signal
apportée par cette méthode.

I) La méthode de réallocation,

Pour présenter succinctement le principe de cette méthode,
on peut prendre comme point de départ I'expression générale de
tout élément de la classe de Cohen en fonction de la distribution
de Wigner-Ville [1,2,3] :

RTF(x;t,w) = f J Orr(u,Q) WV(xjt-u,0-0) du g__fz )
4

avec WV(xiLo) = J x(t+1/2).x4(t-112) e 307 g

oll r(u,2) est le noyau caractéristique de cet élément exprimé
dans le plan temps-fréquence. Cette expression fait alors
apparaitre la valeur de la représentation au point (t,0) comme
une moyenne pondérée des valeurs de la distribution de Wigner-
Ville contenues dans un domaine délimité par le support de
01p(u,Q2). Lorsque ce dernier correspond 3 un filtre passe-bas
bidirection-nel, ce moyennage produit d'une part une réduction
de 'amplitude et du nombre des termes d'interférence et d’autre
part une diminution de la concentration des termes propres. De
ces deux phénomenes, seul le premier cependant est souhaitable
pour obtenir une meilleure analyse. Mais on peut tenter de
réduire les termes d'interférence sans diminuer la concentration
des termes propres en faisant suivre ce lissage par une opération
supplémentaire de réallocation. Celle-ci consiste & affecter la
valeur de la représentation calculée au point (t,w) au centre de
gravité des valeurs pondérées de la distribution de Wigner-Ville
qui la constituent :

f wOTFL,Q) WV(xt-u,0-0) du 9Q

fxLw)=1- 2n (2.a)
f J OTR(,Q) WV(x;t-u,0-Q) du 4Q
2
f j Q.OTR(u1,Q) WV(x;t-u,0-Q) du 8Q v
Bx0) =w - 2n (2.b)

jJ- q)Tp(u,Q) WV(x;t-u,w-2) du 42
2n

Cette réallocation des valeurs de la représentation conduit alors
2 la construction d'une version modifiée dont la valeur en (o)
est égale & la somme de toutes les valeurs de la représentation
aux points (tw) qui sont déplacées vers (v o) [20,22] :

RTFM (x;t',0") = HRTF(x:t.w) 3(t-fixt,o) So-Mxtop dede  (3)
2x

Cette nouvelle représentation présente quatre caractéristiques
théoriques importantes [22] :

- Elle n’est plus bilinéaire, et n’appartient donc plus 2 la classe
de Cohen.

- Elle vérifie cependant les propriétés d’invariance par
translation temporelle et fréquentielle et de conservation de
I’énergie du signal, et conserve donc la notion de distribution
d’*énergie.

- Quel que soit le noyau caractéristique de la représentation,
P’opération de réallocation réalisée par les expressions (2.a) et
(2.b) fournit une représentation parfaitement localisée pour un
signal modulé linéairement en fréquence ou pour une impulsion.
Cette propriété, qui rappelons-le [24] n’est vérifi€e au sein de la
classe de Cohen que par la distribution de Wigner-Ville,
constitue une preuve conséquente de Iefficacité de la méthode
de réallocation.

Une autre caractéristique importante de cette méthode est
sa simplicité de mise en oeuvre pour un grand nombre de
représentations temps-fréquence, ce que 1’on va montrer pour
les trois représentations “a un seul degré de liberté” utilisées
dans les prochains paragraphes. Dans le cas tout d’abord du
spectrogramme, on montre [22] que les opérateurs de
réallocation (2.a) et (2.b) peuvent étre calculés 2 1’aide de
transformées de Fourier court-terme particulidres, et
correspondent également aux dérivées partielles de la phase de
la transformée de Fourier court-terme [18,19] :

2
SPp(xit,o) = [FCTh(xst )] (4)

avec FCThH(x;1,00) = [x(u).h*(t—u) o g Mp(x;L,0) JOn(xi0)

=L [opmi)] (5

E3
FCTep(x;t,).FCT, (x;t,w)
fxito) =t- 'R,{ & h }

[FCTy Lol

FCI‘Dh(x;t,w).FCI‘;(x;t,(o)] 3
JL @+ - [op(xt@)] (5.b)

Bt )= 0+dm
[FeTy il

avee Dh(1) =H(D) = %“(z) et €h(t) =t. h(p)

Pour la représentation pseudo Wigner-Ville [1,2,3],
I’absence de lissage temporel permet de réaliser la réallocation
par un déplacement uniquement fréquentiel, calculé i I’aide
d’une représentation pseudo Wigner-Ville particulidre [22] :

PWVh(x;L0) = Jh(-:) X(1+T/2).x*(1-1/2) c_jm dt (6)
froy=t et droy=o+j PWV Do) @)
PWVp(x;t,w)
MPWVy(x;t,@) = j PW Vp(xit',0) 8a'-Gx; w) 40 (8)
x4

Outre les propriétés énoncées précédemment, la représentation
pseudo Wigner-Ville modifiée vérifie les propriéiés sur les
marginales et les moments temporels qui conduisent donc
respectivement A la puissance instantanée et a la fréquence
instantanée du signal [22].

Enfin, dans le cas de la représentation pseudo Margenau-
Hill [25,13], les opérations de réallocation sont construits sur le
principe des expressions (2.a) et (2.b), mais en remplagant la
distribution de Wigner-Ville par la distribution de Rihaczek. La
réallocation est alors réalisée uniquement par un déplacement
fréquentiel calculé & 1’aide d’une transformée de Fourier court-
terme particuliére [22] :

PMHy(xitw) =R { x(t).FCI‘;(x;t,m).c-jwt} (9)

= J‘}KZQ {xOX*ED+x(141).x*(D) ) e—jm dr

FCI‘Dh(x;t,m).FC’I‘;(x;t,w)
fixitw) =t et &xit,w) = w+dm > (10)
IFCTh(X;Lm)l

~ On obtient alors une nouvelle distribution temps-fréquence qui

vérifie les propriétés sur les marginales et les moments temporels,
ainsi que la propriété de conservation des valeurs nulles [13,25].
Elle n’est cependant parfaitement localisée que pour des
sinusoides et des impulsions [22].




IT) Comparaison en termes de concentration.

Différents criteres objectifs peuvent étre utilisés pour tenter
d'évaluer l'efficacité de la technique de réallocation. La
concentration des signaux, c'est & dire I'étendue de la surface ot
ils se localisent dans le plan temps-fréquence, constitue I'un des
plus simples. Dans cette €tude, seules les spectrogrammes et les
représentations pseudo Wigner-Ville et pseudo Margenau-Hill
ont été retenues, car ils permettent d'une part de conduire les
calculs jusqu'a leur terme, et d'autre part de représenter
facilement sur un graphique 1'évolution de la concentration d'un
signal en fonction de la largeur du lissage utilisé, qui est une
fonction gaussienne, h(u) = K exp(-u/(2 1), ot K dépend de la
représentation choisie et des contraintes imposées par la
propriété de conservation de I'énergie.

Dans le cas tout d'abord d'une modulation d'amplitude par
une fonction gaussienne, le critére de concentration retenu est la
racine carrée du produit des moments temporels et fréquentiels
du second ordre calculés a Yorigine :

21212) V at2(0).40%(0) (11)

x(t)=¢

C=
1
A(Q) = U 2 RTF(x:t;®) dt). U RTF(x;t;00) dt)

1
AGZ() = U ®2 RTF(x;t;0) @)_) . U RTE(x:t;0) i(a) (13)
ar x4

Ce choix est rendu possible par le fait que dans le cas de ce
signal et de ces représentations, ces deux moments sont des
grandeurs réelles positives. Les calculs des différentes représen-

tations de ce signal conduisent alors aux expressions suivaiies ;

(12)

o IHTyD? _V2umym? Cores o AHTH/D?
P 2 TWT WY T2 T T PMH =
TwT VT2
Copm = _l__l‘nf_l‘mz_ Cpwym= —‘—Th.__f_——“__ = —-—Ih__f.r:
20HTW/TYY) 2 V2rmwm? Y 2uyTy

La figure 1, présentant I'évolution de ces différentes fonctions de
concentration en fonction du rapport T,/T, montre que le plus
important gain de concentration est obtenu pour le
spectrogramme. Tandis que ce dernier passe d'une mauvaise
localisation fréquentielle 2 une mauvaise localisation temporelle
en passant par un minimum (qui correspond au filtre adapté), sa
version modifiée passe de la représentation temps-fréquence
instantanée 2 celle de retard de groupe-fréquence en passant par
un maximum. Pour des largeurs importantes de la fenétre
d'analyse, la représentation PWV et sa version modifiée tendent
toutes les deux vers la distribution de Wigner-Ville, de méme que
la représentation PMH et sa version modifiée tendent vers la
représentation de Margenau-Hill. L'utilisation de la méthode de
réallocation n'est donc pas justifiée pour TyT>10. Ces différentes
courbes montrent également que la plus faible concentration est
obtenue par la version modifiée de la représentation PWV, pour
Tn/T<0.7. Enfin, il faut également souligner que les versions
modifiées du spectrogramme et de la représentation PWV
fournissent toujours une concentration inférieure au produit BT
du signal, égal a 1/2. La possibilité d'un tel résultat doit sans
doute &tre imputée a la non-bilinéarit€ de ces représentations.

Enfin, pour une modulation linéaire de fréquence, le critére
de concentration retenu se rattache au moment du second ordre
en fréquence, et s'écrit pour les différentes représentations

a2
x(t) = % 72 c:é%‘_’l (14)

1+ (JLZ.T:l ) )
Csp = Crwv = Covm =
tol.T2 o T lo.T
6
1o Ty,
Tsem =0 Cowym =0 Crymm =
(1+ QZ.T;)Z

Comme il a été mentionné précédemment, les versions modifiées
de la représentation PWV et du spectrogramme sont
parfaitement localisées sur la droite de la fréguence instantanée
du signal, ce qui se traduit donc par des fonctions de
concentration nulles. La figure 2 présente I'évolution des autres
fonctions de concentration en fonction de lal.T,f. On retrouve
alors les résultats présentés dans [26], montrant que la
concentration du spectrogramme passe par un minimum pour
wd.'rfl =1, tandis que celle de la représentation PWV tend vers 0.
Le résultat obtenu par la représentation PMH est identique &
celui de la représentation PWV, mais ce résultat mathématique
traduit mal la différence de lisibilité entre ces deux représen-
tations sur le plan pratique. enfin, sa version modifiée passe de la
représentation temps-fréquence instantanée 3 la représentation
de Margenau-Hill, fournissant un gain de concentration
important pour Ial.’I‘ﬁ <1 et négligeable pour lou.T}z‘ >10,

III) Comparaison en termes de résolution.

L'étude précédente montre que la méthode de réallocation
permet d'obtenir une meilleure concentration des deux signaux
étudiés, confirmant de fagon objective la meilleure localisation
des différentes composantes d'un signal constatée dans la
pratique. Mais la localisation des termes propres n'est pas le seul
facteur conditionnant la lisibilité d'une représentation, et il serait
souhaitable de prendre également en compte l'existence des
termes d'interférence. C'est pourquoi le critére de résolution,
correspondant au souhait de distinguer aisément deux
composantes proches d'un signal, est un élément de comparaison
complémentaire du précédent, ol intervient 3 la fois la
concentration des termes propres et la position et 'amplitude des
termes d'interférence. Contrairement 2 [27], on s'est plus particu-
ligrement intéressé a la résolution fréquentielle des représen-
tations, choisissant alors comme signal une sinusoide réelle :

() = costwg) =1 (S04 %0 (15)

La figure 3 montre en fonction de la largeur Ty/T, de la fenétre
d'analyse de la valeur l'évolution de la fréquence normalisée
Ao=wgTe2x pour laquelle les deux composantes wg et -wg peuvent
étre distinguées, c'est & dire pour laquelle la représentation
présente A I'instant t=0 deux maxima proches de wp et -og séparés
par un minimum, avec un rapport entre valeurs maximales et
minimales supérieur 4 v2/2. Ce critére semble plus proche du
besoin de distinguer deux composantes proches sur une image
temps-fréquence que le critére utilisé dans [27] basé seulement
sur l'existence de deux maxima. La figure 3 montre que l'on
obtient un gain de résolution proche de 2 pour la représentation
PWYV, et légerement inférieur pour les autres représentations. Un
tel gain, trés certainement appréciable pour de nombreuses
applications, peut paraitre faible si I'on considére que les termes
d'interférence et les termes d'interférence sont parfaitement
localisés lorsqu'on les réalloue séparément. Mais 1a co-éxistance
de plusieurs termes dans les opérateurs de déplacement
fréquentiels (du type 2.b) ne permet bien évidemment pas
d'avoir un pouvoir de séparation infini.

Conclusion

Aprés avoir rappelé brievement le principe de la
réallocation. on a montré que celle~ci conduit 2 une amélioration
de 1a concentration des représentations des deux signaux mono-



350

composantes étudiés. Malgré la simplicité de ces signaux, et la
subjectivité portée par les criteres de concentration retenus,
force est de constater cependant que ces résultats sont en
accord avec les multiples résultats expérimentaux réalisés. Ils
montrent également que l'utilisation de cette méthode est
particulierement justifiée lorsque la fenétre d'analyse est petite
par rapport aux caractéristiques de la composante du signal,
situation que l'on adopte trés souvent pour réduire les
interférences entre composantes éloignées. On a montré ensuite
que la réallocation apporte un gain non-négligeable dans la
capacité a distinguer deux composantes proches. Il serait donc
souhaitable de poursuivre la mise en évidence des avantages
pratiques de cette méthode au dela de ces deux premiers critéres,
pour analyser notamment son comportement vis & vis de signaux
bruités.
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