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RESUME

Les critéres actuels de séparation de sources, basés sur une
fonction de contraste, nécessitent une étape de blanchi-
Nous présentons une nouvelle fonc-
tion de contraste affranchie de cette étape. Un algo-
rithme adaptatif du gradient en découle. A performances

ment du mélange.

égales en régime permanent, il se compare favorablement
& Palgorithme de Jutten—Hérault au niveau vitesse de con-
vergence (tout en étant de complexité supérieure).

1 Introduction

Le probléme appelé séparation de sources est récent et per-
met d’entrevoir de nouveaux développements dans les do-
maines des communications et du traitement d’antenne. Il
a pour but, de restituer un vecteur source a dont les com-
posantes @; sont supposées statistiquement indépendantes,
centrées et 'de cumulant d’ordre 4 non nul, & partir de
la seule observation de leur mélange linéaire instantané
x = Ga olt a et = sont des vecteurs de dimension n et G
une matrice carrée inversible & coefficients constants. Ce
probléme est souvent qualifié d’autodidacte dans la mesure
ol seule 'information apportée par I'observation de & est
utilisée pour le traitement.

11 s’agit donc de la recherche d’un systéme linéaire :

y=Hz (1)

ou la matrice H est telle que y ait des composantes
indépendantes. Une telle matrice H sera dite séparante.
Le probléme ainsi posé n’admet pas une solution unique.
En effet H est déterminée au produit prés d’une matrice
AP, ol A est une matrice diagonale inversible et P une
matrice de permutation. Ainsi on doit estimer une matrice
H telle que

S2HG=AP; (2)

A et P correspondent respectivement & une indétermina-
tion sur la puissance et sur ’ordre des sources restituées.
L’indétermination sur A entraine qu’il y a n indeterminées
parmi les n? inconnues de H. Ainsi, pour avoir un
probléeme bien posé, il est nécessaire d’imposer n condi-
tions supplémentaires.

Une premiére approche introduit ces conditions dans la
matrice H. Dans la contribution originale de Jutten et
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Hérault [1], ceci est fait en écrivant H sous une forme
inverse H = F~1, avec la contrainte que f;; = 1. On peut
aussi écrire directement

hi=1, (3)

comme dans [2]. Une deuxiéme approche procéde en deux
étapes grace a un blanchiment préalable [3]-[7], ce qui nor-
malise les puissances des sorties y; et par 1a fixe les n con-
ditions.

Notre travail s’inscrit dans la premiére approche : nous
écrivons directement la contrainte (3), ce qui évite la cas-
cade prétraitement /séparation. Dans cette approche, il ex-
iste un algorithme adaptatif qui pilote les éléments h;; de
H , avec pour incrément la loi trés simple

Ahy; = —pyly; , i#j, p>0, (4)

ou p est le pas d’adaptation.

Dans le cas de deux sources, il a été prouvé [2] que les
matrices séparantes H sont les points d’équilibre stable de
Palgorithme (4) sous réserve que les sources soient glob-
alement sous-gaussiennes. Mais cela n’est pas prouvé pour
n > 3. Ainsi, il se pourrait que (4) converge vers une ma-
trice H non séparante. C’est pourquoi notre objectif ici
est de concevoir un autre algorithme adaptatif, dont le lien
théorique avec les matrices séparantes soit clair.

2 Contraste et blancheur

Une fonction de contraste [3] est une application J(.) dans
R d’un espace de vecteurs aléatoires y de R" , dépendant
seulement de la loi de probabilité de y et telle que :
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P-1. J(y) est symétrique par rapport aux com-
posantes y; de y :
VP matrice de permutation, J(Py) = J(y); ()

P-2. J(y) est invariante par changement d’échelle :
VA matrice diagonale inversible, J(Ay) = J(y); (6)

P-3. Le mélange linéaire de composantes indépen-
dantes ne peut que dégrader le contraste :
Va vecteur indépendant, VS , J(Sa) < J(a); (7)

P-4. Seules les permutations et changements d’éch-
elle conservent le contraste de sources indépendan-
tes :

Va vecteur indépendant, J(Sa) = J(a) < S = AP . (8)
Ainsi pour un mélange = de sources indépendantes a;, le
contraste J(y) du vecteur y = Hz est maximum ssi H
est une matrice séparante au sens de ’équation (2). Ainsi,
pour séparer le mélange «, il faut et il suffit de chercher une
matrice pour laquelle le contraste J(y) est maximum. Le
premier exemple de contraste fut donné par [3] & partir de
statistiques d’ordre 4 de y, en travaillant sur des vecteurs
”blancs” pour lesquels Vi, E[y;y;] = 1si¢ = j et 0 sinon.
Le cumulant d’ordre 4 de variables aléatoires centrées étant
défini par

E[y1y2]E[ysya]—
E[y194]E[y2ys] (9)
le théoréme suivant a été prouvé dans [7] :

Théoréme 1 Si tous les cumulants d’ordre 4 des sources
ont le méme signe :

E[y1 Yoy3ya] —
E[yl yg]E[y2y4] -

cum(y1y2y3y4)

Vk, sgn[cum(aj)] =€, ¢ 241, (10)
et st B,y > 0, alors la fonction
Jpy(y) =Y | cum(y}) |
i 1
- Z | cum(y?y?) | =7 > | cum(yiyd) |(11)
i<j=1 i#£ji=1

est un contraste pour les vecteurs y blancs.
Nous allons maintenant généraliser ce résultat.

3 Contraste et normalisation

Nous dirons qu’un vecteur y est ”normalisé” ssi toutes ses
composantes sont de puissance égale 3 1 :

Epf]=1, Vi. (12)

Naturellement un vecteur blanc est normalisé. 11 est facile
de voir, grace a (2), que blanchir a est équivalent & changer
la matrice A. Ainsi sans perte de généralité, on peut sup-
poser @ blanc. Il s’ensuit qu’un vecteur ¥y = Sa est nor-

malisé ssi
n

Vi, Y sh=1. (13)
k=1
Les théorémes suivants généralisent le théoréme 1.
Théoréme 2 Sous la condition (10), la fonction Jso(y)

est un coniraste pour les vecteurs y normalisés, pourvu
que > 1.

Démonstration Les propriétés P-1 et P-2 sont
évidentes. Examinons P-3. D’aprés (9)-(11), on a

 spe) | cum(ag) | (14)

Jso(y Z Fals3e, ...

ou
falz1,0o 0 2m) = Zz -8 Z %7 . (15)
i<j=1

La propriété P-3 est donc prouvée si I'on montre que
(z1,...,22) €[0,1]" = fo(z1,...,2,) < 1, (16)

la normalisation (13) assurant que (s%,,...,s2,) € [0,1]".
Le cas n = 1 est évident puisque fi(z1) = zf. Supposons
la propriété (16) vraie & I’ordre n — 1. On a

fn(zly---;zn.—lao):fn—l(zly---;zn—l)S1 y (17)
n—1 n—1 n—1i
fn(zl,‘ s Zn-1,1 —-1+ZZ “ﬂzzz g Z 2iZj. 18)
i<j=1
Or z2 < z; et B> 1 de sorte que
(21, o yzn1,1) < 1 (19)

fn(z1,...,2,) est un trinome en 2,, avec un minimum; donc
(17) et (19) terminent la preuve de (16).

D’apres ce qui précéde, ’égalité f,(z1,...,2,) = 1 ne peut
donc étre vraie que si Vi, z; = 0 ou 1. On vérifie que

£2(0,...,0,0)=0. (20)

Examinons enfin P-4. L’égalité Jgo(y) = Jgo(a) exige que
toutes les inégalités (16) deviennent des égalités. Donc
Y(i,k), s3 = 0 ou 1. 1l découle des contraintes de normal-
isation (13) sur les lignes de S que chacune contient un et
un seul élément s;z¢;) non nul, qui vaut +1.

Pour prouver P-4, il reste & montrer que la matrice [s%]
est une matrice de permutation. D’aprés (13), si S avait
deux éléments non nuls dans une méme colonne, elle aurait
au moins une colonne de zéros, soit la colonne £. Alors
fa(s2y,...,52,) = 0. Il découle de (14) et de cum(al) # 0
que Jgo(y) < Jgo(a). Cela termine la preuve de P-4. Ainsi
Jpo(y) est bien un contraste et le maximum est atteint ssi

§ = diag(ey,..., )P, (21)

ou P est une matrice de permutation et ¢; = +1. ¢
Théoréme 3 Sous la condition (10) etsi$>1,4>0, la
fonction Jg(y) est un coniraste pour les y normalisés.

Démonstration Les propriétés P-1 et P-2 sont
évidentes. P-3 provient des relations :
Ty (1) < Jpo(y) (22)
Jpo(y) < Jpo(a) (23)
Ipo(a) = Jpy(a) (24)

L’inégalité (23) est vraie car Jgo(y) est un contraste; (24)
est vraie car les sources sont indépendantes, donc leurs
cumulants croisés sont nuls. Comme Jgo(y) est un con-
traste, l'inégalité (23) devient une égalité ssi S satisfait
(21). Dans ce cas (22) devient elle-méme une égalité. De
la sorte Jg, () est bien un contraste pour y normalisé. <




Nous allons maintenant éliminer I’hypothése de normalisa-
tion et ainsi disposer d’un contraste pour des vecteurs y
quelconques.

Théoréme 4 Sous la condition (10), la fonction

|cum(yi) | LEM_‘
OB Z W42, EWIEL])
n | cum yay ) |
_____.;L__ 25
71;;1 B2 [y?]E *[y?] )

est un contrasle pour tout vecteury, si > 1, v > 0.
Démonstration : Cela est immédiat en prenant comme
vecteur § normalisé de la fonction Jg,(.), le vecteur § =
Wy olt W est une matrice diagonale dont les éléments sont
les racines carrées des puissances respectives de chacune
des composantes du vecteur Y maintenant quelconque. <
Remarque : on peut réecrire I, (y) en explicitant les
cumulants. On a

lcum(yf) |= € cum(y}), [cum(yiy;) |=€ cum(y/w;). (26)
Au contraire le signe de cum(y,yj) varie avec le mélange
inconnu. Nous prendrons ainsi ¥ = 0 dans la suite

) = (3-SR $ SR o
i<j ’
Comme
cum(y) = Efyf] — 3E*[9f] (28)

cum(y?y?) = Ev?y}] - 2B [yiy;] — E[WFIE[]],  (29)

en négligeant les constantes, on obtient le contraste

Is(y)= G{ZEz[ 52 y,yJ 22]511;.%]}. (30)

i<j=1

4 Algorithme adaptatif

Pour séparer les sources, il faut estimer une matrice H
maximisant ’expression (30). L’indétermination sur les
puissances des sources est levée par la contrainte (3).
Chaque élément h de H peut étre optimisé par I’algorithme
du gradient déterministe en temps discret

p 8l

h(k)=h(k—1)+ £ 5

, >0, (31

H=H(k—1)

évalué avec la valeur H(k — 1) pour H. Or

E_a_[E[y?]]_ B[ ?|E[y?] - B[ uElyf]
2°0h |E*[y2]]

E°[y?) ’

(32)
avec des équations analogues pour les dérivées partielles
des autres termes de (30). Une version stochastique de
(31) est

Oyi y7E[
h(k)=h(k — 1)+ue{2z vi, Y y* y' -8 Z
1<j=1
(33)
ol V’on n’a pas écrit tous les termes pour abréger. Or
i Sz, m#i. (34)

Ohem

Les espérances intervenant dans (33), sont estimées par un
simple moyennage & horizon glissant, selon

Elyy;*1(k) = (1~6) B[y 9 =) (k—1) 46y y5 (k—1), (35)

avec (a1,02)=(2,0),(1,1),(4,0),(2,2), 6§ > 0.

5 Simulations

Dans les simulations les a; sont des signaux i.i.d. centrés
prenant les deux valeurs 41 avec probabilité 1/2. Leur
cumulant d’ordre 4 est négatif (e = —1).

La figure 1 montre I’évolution au cours du temps (k) de la
sortie ¢y, dans le cas de trois sources et du mélange

1 0,3 0,3
G=|]03 1 0,3 (36)
0,3 0,3 1

avece H0)=1I,8=1, p=0,0002 et § = 0,001. On voit
que D’algorithme reconstitue, sur la sortie y; les niveaux
pris par a; (& un facteur d’échelle prés). Danscecas P = I
et la matrice S doit converger vers une matrice diagonale.
On peut donc {5] considérer comme mesure de qualité la

quantité :

(k) = shi(k) . (37)

i)

La figure 2 montre la convergence de n(k) vers 0. Ainsi la
séparation est bien réalisée.
Effectuons maintenant une comparaison du nouvel algo-
rithme (33) avec I’algorithme (4) de Jutten, dans le cas de
deux sources, pour

G= ( 0,13 o ) (38)

La figure 3 représente P’évolution de la moyenne de la
mesure de qualité n(k) pour k € [2000, 3000], en fonction
du pas d’adaptation p, pour § = 0,001 et 3 = 1. La partie
décroissante de chaque courbe correspond & des valeurs de
it trop petites pour assurer que le transitoire est achevé
avant 'itération & = 2000. La partie utile est donc la par-
tie croissante. Le minimum de chacune des courbes corre-
spond ainsi approximativement & une période transitoire
de 2000 itérations. Cette figure montre que

e pour une méme durée du transitoire, I’algorithme (33)
a de meilleures performances que (4). Ceci est confirmé
visuellement sur la figure 4 qui montre qu’au-deld de k =
2000, P’algorithme (33) a une plus faible erreur que (4)(v01r
la grandeur e1(k) = yi(k) — a1(k));

e pour un niveau de performances identique en régime per-
manent, I’algorithme (33) converge plus vite que (4).

6 Conclusion

Les critéres de séparation de sources existants, basés sur
une fonction de contraste, nécessitent une étape préalable
de blanchiment. Nous avons présenté ici un nouveau con-
traste qui est affranchi de cette étape. Nous en déduisons
un algorithme adaptatif du gradient stochastique qui met
conjointement en ceuvre l’estimation de moments d’ordre
2 et 4. Les simulations confirment la théorie et montrent
que, dans le cas de deux sources, ’algorithme présenté
a de meilleures performances que P'algorithme de Jutten,
avec cependant une complexité plus importante. Il est &
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noter qu’ il n’est pas prouvé ’existence ou la non existence
de maxima locaux du contraste pouvant faire converger
P’algorithme adaptatif vers une solution non séparante.
Cependant aucune des simulations effectuées n’a jamais
rencontré ce probléme, dont ’étude théorique semble tres
difficile.
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